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Монография посвящена изложению некоторых 
основных вопросов геометрии выпуклых поверх- 
ностей. Исследования автора, частично вошедшие 
в книгу, удостоены в 1950 г. Сталинской премии. 

Книга рассчитана на научных работников в 
области математики, аспирантов и студентов стар- 
ших курсов физико-математических факультетов. 

От читателя требуется общее знакомство с 
теорией выпуклых поверхностей (например, по 
книге А. Д. Александрова «Внутренняя геометрия 
выпуклых поверхностей», Гостехиздат, 1948) ис 
дифференциальной геометрией в объёме универ- 
ситетского курса.
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ВВЕДЕНИЕ 

Поверхности Р; и Ро называются изометричными, если 
между ними можно установить взаимнооднозначное и непре- 
рывное точечное соответствие, при котором соответствующие 
кривые этих поверхностей имеют одинаковые длины. 

Относительно поверхности, для которой существуют по- 
верхности изометричные, но не равные ей, говорят, что она 
изгибаема. 

Кроме того, существует понятие непрерывного изгибания. 
Под непрерывным изгибанием понимают такую непрерывную 
деформацию поверхности, при которой сохраняются длины 
кривых на ней. При этом, естественно, предполагается, что 
деформация поверхности не сводится к простому перемеще- 
нию её в пространстве. 

Проблема изгибания поверхностей была предметом много- 
численных исследований геометров 19—20 вв. Большинство 
этих исследований было посвящено вопросу изгибания по- 
верхности «в малом», т. е. изгибанию достаточно малого куска 
поверхности, а также .изгибанию некоторых специальных слу- 
чаев поверхности и исследованию некоторых частных случаев 
изгибания. Один из наиболее общих результатов, касающихся 
изгибания поверхностей «в малом», был получен Дарбу. Дарбу 
доказал, что достаточно малая окрестность произвольной 
точки аналитической поверхности допускает изгибания. Дру- 
гой общий результат получен Е. Е. Леви в 1908 г. Леви до- 
казал, что если два достаточно малых куска аналитической 
поверхности с не обращающейся в нуль гауссовой кривизной 

изометричны, то один из них можно перевести в другой не- 
прерывным изгибанием с возможным добавлением зеркального 
отражения в случае, если гауссова кривизна положительна. Эти 
результаты в самое последнее время были существенно до- 
полнены теоремой Н. В. Ефимова о том, что существуют
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аналитические поверхности с параболическими точками, не 
допускающие непрерывных изгибаний даже для сколь угодно 
малой окрестности параболической точки [9] *). 

Среди частных случаев изгибания поверхности особенно 
хорошо исследованы так называемые изгибания на главном 
основании. Это — такие изгибания поверхности, при которых 
сохраняется некоторая сопряжённая сеть. Начало исследова- 
ния изгибаний на главном основании было положено К. М. Пе- 
терсоном в 1866 г. Эти исследования были продолжены в много- 
численных работах преимущественно русских и советских 
геометров (С. С. Бюшгенс, С. П. Фиников, Н. Н. Лузин 
и др.). 

Достаточно общие результаты, касающиеся изгибания це- 

лой поверхности, а не сколь угодно малой её части, были 
получены только в конце девятнадцатого века. Так, Либман 
и Минковский в 1899 г. доказали неизгибаемость сферы. 
Позже Либман доказал невозможность непрерывных изгиба- 
ний любой замкнутой выпуклой поверхности. В 1927 г. 
С. Э. Кон-Фоссен доказал однозначную определённость зам- 
кнутых регулярных поверхностей, т. е. невозможность изги- 
баний таких поверхностей без предположения о непрерыв- 
ности. В 1938 г. А. Д. Александров исследовал замкнутые 
поверхности типа Г. Это — поверхности, определяемые сле- 
дующими свойствами: 

1) Т-поверхность имеет области положительной и отри- 
цательной кривизны, отделённые друг от друга кусочно глад- 
кими кривыми; 

2) гауссова кривизна обращается в нуль на этих кривых и, 
может быть, внутри областей, где она не меняет знака, но 
лишь на нигде не плотном множестве точек; 

3) полная кривизна областей положительной кривизны 

равна 4т. 
А. Д. Александров доказал, что если две аналитические 

Т-поверхности изометричны, то они равны. 
В 1941 г. А. Д. Александров доказал существование 

замкнутого выпуклого многогранника, реализующего задан- 
ную на сфере многогранную метрику, и этой работой поло- 

*) Цифры, стоящие в скобках внутри текста, указывают поряд- 
ковый номер по списку литературы, помещённому на стр. 183.
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жил основу новой синтетической теории выпуклых поверх- 

ностей. Новые методы, предложенные А. Д. Александровым, 
позволили С. П. Оловянишникову в 1941 г. доказать изги- 
баемость бесконечных выпуклых поверхностей с полной кри- 

визной, меньшей 2, и найти все их изгибания. 

В 1948 г. автор доказал однозначную определённость 
замкнутых выпуклых поверхностей ограниченной удельной 
кривизны, выпуклых шапочек в классе шапочек, широкого 
класса бесконечных выпуклых поверхностей с полной кривиз- 
ной 2 и бесконечных выпуклых поверхностей с полной кри- 
визной, меньшей 2*, при фиксированных данных Оловянишни- 
кова. 

В 1949 г. автор доказал регулярность выпуклых поверх- 
ностей с регулярной метрикой и положительной кривизной, 
откуда, в частности, следует, что регулярные поверхности 
не допускают иных изгибаний, кроме регулярных. 

В самое последнее время автор доказал однозначную 
определённость общих замкнутых выпуклых поверхностей. 

* * 
* 

Одним из самых сильных средств исследования изгибаний 
выпуклых поверхностей является метод склеивания, основан- 
ный на следующей замечательной теореме (так называемая 
«теорема о склеивании»), принадлежащей А. Д. Александрову. 

Пусть Р; и Р. — две выпуклые поверхности, гомеоморф- 
ные кругу, ограниченные кривыми 11 И {о одинаковой длины. 
Пусть, далее, между кривыми 41 И 4о установлено взаимно 
однозначное соответствие, сохраняющее длины дуг этих кри- 
вых, И в соответствующих точках сумма геодезических кри- 
визн кривых 41: И {о на поверхностях Р, и Ро неотрицательна. 
Тогда существует замкнутая выпуклая поверхность Р, со- 
стоящая из двух частей, одна из которых изометрична Ру, а 
другая — Ро. 

Покажем, например, как с помощью этой теоремы может 
быть доказана изгибаемость сферического сегмента, большего 
полусферы. Для этого малой деформацией переведём круг, 

лежащий в основании сегмента, в область, ограниченную 
эллипсом с той же длиной, что и окружность круга. Затем 
применяем теорему о склеивании к сферическому сегменту и 
области, ограниченной эллипсом. Замкнутая поверхность,
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которая при этом получается, содержит область, изометричную 
сегменту, но, очевидно, не равную ему. 

С точки зрения классической дифференциальной геометрии, 
которая рассматривает только регулярные поверхности, дан- 
ное выше доказательство изгибаемости сферического сегмента 
не вполне удовлетворительно, так как неизвестно, будет ли 
регулярной построенная нами выпуклая поверхность, изомет- 
ричная сегменту. 

Мы покажем, что регулярная выпуклая поверхность с по- 
ложительной гауссовой кривизной, которой, в частности, яв- 

ляется сферический сегмент, не допускает иных изгибаний, 
кроме регулярных. Поэтому метод «склеивания» А. Д. Але- 
ксандрова является методом классической дифференциальной 
геометрии. 

Краткому изложению основных результатов, изложенных 
в книге, мы предпошлём определение основных понятий. 

Выпуклым телом в трёхмерном евклидовом пространстве 
называется замкнутое множество, не лежащее в одной пло- 
скости, которое вместе с любыми двумя его точками со- 
держит также любую точку соединяющего их отрезка. Шар, 
куб, тетраэдр, часть пространства, расположенная по одну 
сторону плоскости, — всё это выпуклые тела. 

Любое связное открытое множество на границе выпуклого 
тела называется выпуклой поверхностью. Вся граница выпук- 
лого тела называется полной выпуклой поверхностью. 

Среди выпуклых поверхностей важным классом являются 
так называемые регулярные выпуклые поверхности. Выпуклая 
поверхность называется регулярной (Ё раз дифференцируе- 
мой), если в окрестности каждой её точки могут быть 
введены локальные координаты ц, 9 так, что радиус-вектор 
г(и, 9) точки поверхности как функция этих координат 
будет регулярной (А раз дифференцируемой) функцией. 

Длина кривой 4, заданной на регулярной выпуклой 

поверхности г==Р(и, 9) уравнениями и=и(, 9=9(1, 
равна 
  

ГУ Е? 2Fu'o' + Go" at, 
1 

где Е, Е, С соответственно равны (7,„г„), (Г„Г,), (Гугь).
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Может случиться, что хотя поверхность и не регулярна, 
но на ней в окрестности каждой её точки могут быть 
введены локальные координаты ц, 9 так, что длина каждой 
кривой, заданной в этой окрестности уравнениями и =и(0, 
v=v(t), paBHa 
  

ГУ Ем” +. 2Fu’v’ + Gu" dt, 
1 

где Е, Ги С — некоторые функции координат и, 9. Если 
при этом функции Е, Ри С будут Е раз дифференцируемыми 
(аналитическими) функциями и и 9, то будем говорить, 
что поверхность имеет A раз дифференцируемую (аналити- 
ческую) метрику. 

Таким образом, Е раз дифференцируемая (аналитическая) 
поверхность Р имеет по крайней мере Е —1 раз дифферен- 
цируемую метрику. Более того, метрика каждой поверхности, 
изометричной Р, будет по крайней мере Е —1 раз диффе- 
ренцируемой (соответственно аналитической). 

Гораздо труднее сделать какие-либо заключения о регу- 
лярности поверхности, исходя из предположения о регуляр- 
ности её метрики. Соответствующую теорему мы получаем 
в главе пятой, в то время как предшествующие главы, не 
лишённые, правда, и самостоятельного интереса, дают лишь 
вспомогательный материал для доказательства этого основ- 
ного результата. 

Теорема 1. Если выпуклая поверхность имеет регу- 
лярную (Е раз дифференцируемую, >25) метрику и 
положительную гауссову кривизну, то сама поверхность 
регулярна (по крайней мере Е —1 раз дифференцируема). 
Если же метрика поверхности аналитическая, то поверх- 
ность аналитическая. 

Простым следствием теоремы 1 является 
Теорема 2. Если ЕР — дифференцируемая Е раз 

поверхность (Е >> 5) с положительной гауссовой кривизной, 
то все выпуклые поверхности, полученные из Е путём 
изгибания, дифференцируемы по крайней мере Е — 2 раза. 
Если же поверхность Р аналитическая, то все выпуклые 
поверхности, полученные изгибанием из Е, —аналитические. 

Применением теоремы 1 и «теоремы о склеивании» 
А. Д. Александрова получается
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Теорема 3. Если Е; и Р. — две изометричные одина- 
ково ориентированные выпуклые поверхности с положи- 
тельной гауссовой кривизной, из коих хотя бы одна ЕЁ раз 
дифференцируема (Е > 5), то у каждой точки Р, поверх- 
ности Е} есть окрестность ®, которую непрерывным 
изгибанием с сохранением Е —2 кратной дифференцируе- 
мости можно перевести в соответствующую по изомет- 
рии область хо на поверхности Ро. 

Как следствие теоремы 1 и теоремы А. Д. Александрова 
о реализуемости в малом выпуклой метрики выпуклой поверх- 
ностью получается 

Теорема 4. Если в области @ плоскости и, ч задана 
линейным элементом 

45? = E du®-+-2F du dv—-G dv? 

Е раз дифференцируемая метрика (Е 25) с положитель-. 
ной кривизной, то каждая точка области G имеет 
окрестность, в которой заданную метрику можно реали- 
зовать Е —1 раз дифференцируемой поверхностью. Более 
того, любая выпуклая поверхность с линейным элемен- 
том 45? дифференцируема Е—1 раз. 

Из теоремы 1 и теоремы А. Д. Александрова о существова- 
нии замкнутой выпуклой поверхности, реализующей заданную 
на сфере выпуклую метрику, следует теорема Вейля. 

Теорема 5. Аналитическая метрика с положитель- 
ной гауссовой кривизной, заданная на сфере, реализуема 
аналитической замкнутой выпуклой поверхностью. 

Теорема 1 значительно упрощает исследование изгибаний 
полных выпуклых регулярных поверхностей с положительной 
гауссовой кривизной в классе всех выпуклых поверхностей. 
При этом получаются теоремы 6, 7, 8. 

Теорема 6. Замкнутые регулярные выпуклые поверх- 
ности с положительной гауссовой кривизной неизгибаемы. 

Теорема 7. Лусть Р — бесконечная выпуклая поверх- 
ность с регулярной метрикой и положительной гауссо- 
вой кривизной, О — фиксированная точка на ней, К (Ю) — 
геодезический круг на поверхности Е радиуса Ю с центром 
в точке О, $(Ю) — полная кривизна круга К (Ю), [(Ю) — 
длина наименьшей кривой на поверхности, охватывающей 
круг К (Ю).
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Тогда, если [2 —$Ф(Ю)] (Ю) > 0, когда Ю > со, mo 
поверхность Е не допускает изгибаний. 

Теорема 8. Лусть Е, и Р. — бесконечные изометрич- 
ные одинаково ориентированные выпуклые поверхности 
с регулярной метрикой и положительной гауссовой кри- 
визной, сферические изображения которых суть области, 
ограниченные гладкими кривыми. 

Тогда существует непрерывное изгибание поверхности ЕР 
в поверхность Ро. 

При доказательстве этой теоремы существенно исполь- 
зуется теорема С. П. Оловянишникова *) об изгибании общих 
выпуклых поверхностей, полная кривизна которых меньше 2. 

Кроме перечисленных результатов, относящихся собственно 
к вопросу изгибания поверхностей, в книге излагается ряд 
других результатов, играющих вспомогательную роль, но пред- 
ставляющих, повидимому, и самостоятельный интерес. Так, 
например, в главе четвёртой доказаны следующие теоремы. 

Теорема 9. /7усть Е — регулярная выпуклая шапочка, 
регулярно продолжаемая за её границу, причём геодези- 
ческая кривизна кривой, ограничивающей шапочку, суще- 
ственно положительна, а гауссова кривизна шапочки 
всюду больще Ку > 0. 

Гогда для кривизны нормальных сечений шапочки, 
а также для тангенса угла наклона её касательных 
плоскостей к плоскости её основания может быть дана 
оценка в зависимости только от величин, определяемых 
внутренней геометрией шапочки **). 

Теорема 10. Пусть ЁР — регулярная выпуклая ша- 
почка, гауссова кривизна которой всюду больше Е>0, 
а углы, образуемые её касательными с плоскостью её 

основания, всюду меньше za (e > 0). 

Тогда для кривизны нормальных сечений шапочки 
в точке Р могут быть указаны оценки в зависимости 
только от величин, определяемых внутренней геометрией 

*) С. П. Оловянишников — ленинградский геометр, погиб на 
фронте Отечественной войны в 194] г. 

**) Выпуклой шапочкой называется выпуклая поверхность 
с плоским краем, однозначно проектирующаяся на плоскость края, 
например, сферический сегмент, меньший полусферы.
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шапочки, наибольшего угла, образуемого касательными 
плоскостями шапочки с плоскостью её основания, и рас- 
стояния точки Р от плоскости основания шапочки *). 

Теорема 9 даёт возможность для малой выпуклой обла- 
сти ®, ограниченной аналитическим контуром на выпуклой 

поверхности Сс аналитической метрикой и положительной 

гауссовой кривизной, построить изометричную ей аналити- 
ческую шапочку. Теорема 10 позволяет затем это сделать 
без предположения 0б аналитичности контура, ограничиваю- 
щего область ®, и сводит, таким образом, вопрос об 
аналитичности выпуклой поверхности с аналитической метри- 
кой к вопросу неизгибаемости выпуклых шапочек в классе 
шапочек, рассмотренному в главе третьей. 

При доказательстве теоремы о регулярности поверхности 
с регулярной метрикой важную роль играют не лишённые и 
самостоятельного интереса следующие предложения: 

Теорема 11. Г//усть Р(х, у, 2, р, а, г, $, И =0— 
уравнение в частных производных эллиптического типа, 

2 (х, у} —его решение в области С плоскости ху. 
Тогда для модулей третьих производных функции 

2(х, У) в точке (х, у) области @ могут быть получены 
оценки в зависимости от верхней грани модулей функции 
2(х, у) и её производных второго порядка, верхней грани 
модулей частных производных функции Е 00 второго 

- 1 
порядка, верхней грани модулей величин = т, 

r t 
] 

Е.Е, — als 
ласти С. 

Теорема 12. Пусть Е(х, у, 2, р, @, Г, $, И =0— 
уравнение в частных производных второго порядка эллип- 
тического типа, 2 =2(х, у)—его трижды непрерывно 
дифференцируемое решение в области (Ц. 

Гогда, если функция Е дифференцируема п раз по всем 
аргументам, то функция 2(х, у) в области G дифферен- 
цируема по крайней мере п--1 раз. 

и расстояния точки (х, у) от границы об- 

*) В этой теореме важно то, что относительно края шапочки 
не делается никаких предположений.
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Доказательство теорем 11 и 12 основано на работах 
С. Н. Бернштейна и Шаудера по уравнениям с частными 

производными второго порядка эллиптического типа. 

Несколько слов о порядке изложения. 
В главе первой изложен ряд теорем о геодезических на 

выпуклой поверхности, которые в дальнейшем неоднократно 

применяются. 

В главе второй доказаны некоторые свойства кривизны 

выпуклых поверхностей. Здесь приведён весь необходимый 

материал для доказательства неизгибаемости выпуклых шапо- 

чек с регулярной метрикой в классе шапочек, которое 

содержится в главе Ш. 
В главе четвёртой получаются оценки кривизны нормаль- 

ных сечений поверхности и, таким образом, подготавливается 

доказательство основной теоремы — о регулярности поверх- 

ности с регулярной метрикой, которое помещено в пятой 

главе. 

В главе шестой приведены основные теоремы существова- 

ния выпуклых поверхностей с данной метрикой. 

Седьмая глава содержит ряд теорем относительно изги- 

бания регулярных выпуклых поверхностей. 

В дополнениях Ги П приводится доказательство регуляр- 
ности решений уравнений с частными производными второго 
порядка эллиптического типа, и получаются оценки для 

производных решения такого уравнения. 
Для понимания книги необходимо самое общее знакомство 

с теорией выпуклых поверхностей А. Д. Александрова и диф- 
ференциальной геометрией в объёме университетского курса.



ГЛАВА 1 

ГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ ЛИНИИ 
НА ВЫПУКЛОЙ ПОВЕРХНОСТИ 

$ 1. Выпуклые тела и выпуклые поверхности 

В этом параграфе мы приводим основные свойства выпук- 
лых тел и выпуклых поверхностей. Их доказательство довольно 
просто и может быть рекомендовано в качестве полезного 
упражнения. При необходимости можно воспользоваться кни- 
гой А. Д. Александрова «Внутренняя геометрия выпуклых 
поверхностей» *). 

Замкнутое множество точек трёхмерного евклидова про- 
странства, не лежащее в одной плоскости, называется выпук- 
лым телом, если вместе с любыми двумя его точками оно 
содержит все точки соединяющего их прямолинейного отрезка. 
Точка Х выпуклого тела А называется внутренней, если все 
точки пространства, достаточно близкие к точке Х, принад- 
лежат телу К. Если же найдутся сколь угодно близкие 
к точке Х точки пространства, не принадлежащие телу К, 
то Х называется граничной точкой. 

Граница выпуклого тела называется полной выпуклой 
поверхностью. Существует только три топологических типа 
связных полных выпуклых поверхностей: 1) поверхности, 
гомеоморфные сфере, например, куб, сфера, эллипсоид, 2) по- 
верхности, гомеоморфные плоскости, например, эллиптический 
параболоид, 3) ловерхности, гомеоморфные круговому цилиндру, 
причём все такие поверхности суть сами цилиндры. 

*) А. Д. Александров, Внутренняя геометрия выпуклых 
поверхностей, Гостехиздат, 1948.
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Полные выпуклые поверхности, гомеоморфные сфере, 
всегда конечны; обратно, конечная полная выпуклая поверх- 
ность гомеоморфна сфере. Эти поверхности называются 
замкнутыми. 

Бесконечная выпуклая поверхность гомеоморфна или пло- 
скости, или прямому круговому цилиндру. Обратно, полная 
выпуклая поверхность, гомеоморфная плоскости или прямому 
круговому цилиндру, бесконечна. 

Любая область на полной выпуклой поверхности назы- 
вается выпуклой поверхностью. Таким образом, выпуклая 
поверхность всегда является частью некоторой полной выпук- 
лой поверхности. Среди выпуклых поверхностей с краем 
особенно важным классом являются так называемые выпуклые. 
шапочки. Выпуклой шапочкой называется выпуклая поверх- 
ность с плоским краем, однозначно проектирующаяся на пло- 
скость края. Сферический сегмент, не превышающий полу- 
сферы, может служить примером выпуклой шапочки. 

Плоскость, содержащая хотя бы одну точку поверхности 
и такая, что вся поверхность находится по одну сторону от 
неё, называется опорной плоскостью. Через каждую точку 
выпуклой поверхности можно провести хотя бы одну опорную 
ПЛОСКОСТЬ. 

Если из точки Х выпуклой поверхности ЁР провести все 
полупрямые внутрь тела, на границе которого лежит поверх- 
ность Р, то они заполнят некоторый выпуклый конус, граница 
которого называется касательным конусом поверхности Е 
в точке Х. Этот конус, вообще говоря, может вырождаться 
в двугранный угол или плоскость. Соответственно этому 
точки поверхности подразделяются на конические, ребристые 
и гладкие. На прямом круговом конусе можно найти пред- 
ставителей всех таких точек. Выпуклая поверхность, у которой 
все точки гладкие, называется гладкой выпуклой поверхностью. 

Опорная плоскость касательного конуса выпуклой поверх- 
ности в его вершине является опорной плоскостью поверхности. 
Обратно, опорная плоскость к поверхности в точке Х является 
опорной плоскостью касательного конуса поверхности в этой 
точке. 

Касательному конусу выпуклой поверхности Р в точке Х 
можно дать другое равнозначное, но для наших целей более 
удобное определение. 

2 Зак. 2666. А. В. Погорелов,
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Пусть Р,„(Х) — выпуклая поверхность, полученная из Е 
преобразованием подобия относительно центра Х с коэффи- 
циентом подобия п. Последовательность поверхностей F,, (X) 
при п->со сходится к выпуклому конусу, который оказы- 
вается касательным конусом поверхности ЕЁ в точке Х. 

Пусть М — любое множество точек на выпуклой по- 
верхности РГ. Концы единичных векторов внешних нормалей 
к опорным плоскостям поверхности Р в точках множества М, 
отложенные из одной точки О, образуют некоторое мно- 
жество ® (М) на единичной сфере с центром О. Множе- 
ство ®(М) называется сферическим изображением множе- 
ства М. 

Сферическое изображение точки Х выпуклой поверхности 
есть выпуклая область, если точка Х коническая, дуга боль- 
шого круга, меньшая полуокружности, если точка Х ребристая, 
и одна точка, если точка Х гладкая. 

Сферическое изображение замкнутого множества является 
замкнутым множеством. 

Если Му — замкнутое множество на выпуклой поверхности 
и М, — последовательность множеств, сходящихся к Му, то 
при достаточно большом п сферические изображения ® (М,) 
множеств M, нопадают в сколь угодно малую окрестность 
сферического изображения ® (/Му} множества МХ. 

Любые две точки на выпуклой поверхности можно соеди- 
нить спрямляемой кривой. 

Расстоянием между точками Х и 7 на выпуклой поверх- 
ности Р называется точная нижняя грань длин кривых, соеди- 
няющих точки Хи У на Р. Кривая на поверхности РЁ, 
соединяющая точки Хи Т, называется кратчайшей, если её 

длина равна расстоянию между точками Х и У на поверх- 
ности. Если для каждой точки Х кривой 1, исключая её 
концы, можно указать отрезок этой кривой, содержащий 

точку Х в качестве внутренней точки и являющийся кратчай- 
шей, то кривая { называется геодезической. 

Вообще говоря, не всякие две точки выпуклой поверх- 
ности можно соединить кратчайшей. Но у всякой точки Х 
есть достаточно малая окрестность такая, что каждую точку 
этой окрестности можно соединить кратчайшей с точкой Х. 

На связной полной выпуклой поверхности любые две точки 
можно соединить кратчайшей.
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Две выпуклые поверхности называются изометричными, 
если между ними может быть установлено взаимнооднозначное 
точечное соответствие, при котором соответствующие кривые 
на этих поверхностях имеют одинаковые длины. Две выпуклые 
поверхности изометричны тогда и только тогда, когда между 
ними можно установить взаимнооднозначное точечное соответ- 
ствие, при котором расстояния между соответствующими 
точками на поверхностях одинаковы. 

$ 2. Теорема Буземана и Феллера 

В теории выпуклых поверхностей важную роль играет 
следующая теорема Буземана и Феллера [2]. 

Теорема 1. Пусть Е — полная выпуклая поверхность; 
ограничивающая тело К, и 1] — кривая с концами Х и Y, 
лежащими на поверхности, не 
содержащая внутренних точек д р 

тела К. Тогда длина I(x) кри- } a7 
вой | не меньше расстояния J , . S 
р(Х, У) между её концами на Z rd \_/ 
поверхности и больше этого 
расстояния, если кривая \] не ле- 
жит целиком на поверхности. 

Доказательство. Если 
кривая 1 не лежит целиком на 
поверхности, то существует кри- 

вая *] с концами в точках Х и У, Черт. 1. 
тоже не содержащая внутренних 
точек тела К, такая, что её длина [(-1) меньше #(4). Дейст- 
вительно, пусть Р — точка кривой Y, лежащая вне поверхно- 
сти. Тогда существует плоскость я, разделяющая точку Ри 
тело К (черт. 1). Заменим дугу кривой 1] с концами на пло- 
скости и, содержащую точку Р, её проекцией на плоскость а. 
Полученная при этом кривая 4, ›боединяющая точки Хи 
У, тоже не содержит внутренних точек тела К, но длина её 
меньше, чем длина кривой 4. 

Обозначим через д точную нижнюю грань длин кривых, 
соединяющих точки Хи Уи не содержащих внутренних 
точек тела К. Существует последовательность таких кривых, 
по длине сходящихся к д. Из этой последовательности можно 

  

  
OF
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выделить сходящуюся подпоследовательность. Предельная кри- 
вая о этой подпоследовательности имеет длину ( и должна 
лежать на поверхности ЕР, так как в противном случае можно 

было бы указать кривую 1, длина которой была бы меньше (.. 
Поскольку кривая |о лежит на поверхности Р, то длина её 
не меньше расстояния между точками Хи У на ЁР, которое 
является точной нижней гранью длин кривых, соединяющих 
точки Хи У на Р. Следовательно, и длина кривой 1, будучи 
не меньше |, должна быть не меньше р (Х, У). Если же кри- 
вая ^ не лежит целиком на поверхности, то её длина строго 
больше д > о(Х, У), так как среди кривых, соединяющих 
точки Хи У и не содержащих внутренних точек тела К, 
существуют кривые, длина которых меньше / (1). 

Теорема доказана. 
Теорема 2. Любые две точки Х ц У выпуклой ша- 

почки ® можно соединить кратчайшей. 
Доказательство. Дополним шапочку « до полной 

выпуклой поверхности Ё полуцилиндром 2 с образующими, 
перпендикулягными к основанию шапочки & (черт. 2). На по- 

| верхности ЁР точки Хи ТУ можно 
соединить кратчайшей 1. Пока- 
жем, что она расположена на ша- 

‚ почке ®. Действительно, допустим, 
что Y пересекает границу ша- 
почки. Проведём плоскость &, па- 

раллельную основанию шапочки 
j и отделяющую точки Хи Уот 

J границы шапочки. Заменим теперь 
ту часть кривой ‘у, которая лежит 

Черт. 2. ниже плоскости ®, её проекцией 
_ | на плоскость и. Тогда получим 

кривую 1, соединяющую точки Хи 7 поверхности Р, не со- 
держащую внутренних точек тела, ограниченного этой поверх- 
ностью, с длиной, меньшей длины кривой y. Ho это исклю- 
чается теоремой 1. 

Теорема доказана. 
Расстояние между любыми двумя точками X u Y 

  

  

/ LA шапочки ® меньше 7 1 2h, где [— длина кривой 41, огра- 

ничивающей шапочку, а Ё — высота шапочки.
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Дополнив шапочку « до полной выпуклой поверхности Р, 
как в доказательстве теоремы 2, проведём ‘две прямые через 
точки Аи У перпендикулярно к плоскости основания шапочки 

(черт. 3). Они пересекут основание шапочки в точках Х 

и У. Возьмём теперь точки X,; и ТУ, на полупрямых ХХ, 

УУ на расстоянии й от Х и У соответ- 
ственно. Ломаная XX,Y,Y не содержит 
внутренних точек тела, ограниченного по- 
верхностью Р. Поэтому длина её не 
меньше расстояния между точками Хи 
У на Р, равного расстоянию между этими 
точками на ®. Так как длина отрезка 

Х1У\:, равная длине ХУ, меньше половины 
длины кривой ‘*, то расстояние между точ- 
ками Х и У на шапочке ® действительно 

меньше = г 2h. 

Teopen а 3. Пусть Е — выпуклая поверхность и Ху — 
точка на ней, Х — произвольная точка поверхности, р(Х) 
ц 8 (Х) — расстояния между точками Х и Ху на поверх- 
ности и в пространстве соответственно. Тогда 

p(X) 
s(x) >! 

  

Черт. 3. 

когда точка Х произвольным образом неограниченно при- 
ближается к точке Ху. 

Доказательство. Поверхность Р является областью 

на некоторой полной выпуклой. поверхности Р. Пусть Х|, 
Хо... А», ..., — Последовательность точек, сходящаяся 

к точке Ху. На поверхности Е точку Ху можно соединить 
кратчайшей с любой точкой Х,. Для точек Х„, достаточно 
близких к Ху, эта кратчайшая будет расположена на F, 
и её длина, таким образом, будет расстоянием между точ- 
ками Хи и Ху на Р. 

Обозначим через ЁР,„ выпуклую поверхность, получен- 

ную из F преобразованием подобия относительно центра 
1 

Хо с коэффициентом подобия у. При п -> со после- 
| (Xn)
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довательность поверхностей Е„ сходится к касательному 
конусу Ку поверхности Р в точке Ху. Точка Х„ поверхно- 

сти Р на поверхности Р„ соответствует некоторая точка У, 
расстояние которой от Ху равно единице. При п —> со точка У» 

неограниченно приближается 
к конусу Ку. 

Пусть г — полупрямая с 
началом в точке Ху, про- 
должение которой за эту 
точку идёт внутрь тела, огра- 

ниченного поверхностью F, 
Сместим прямолинейный от- 
резок X,Y, в направлении 
полупрямой g на малое 
расстояние = в положение 
X,Y, (черт. 4). При доста- 
точно большом п ломаная 

! ! 

7,7’, Х Хо расположена вне тела, ограниченного поверх- 
— 

ностью Р„. Поэтому расстояние между точками Ху и У, 

на F,. paBHoe р (Хз) ‚ меньше 1--2е. Так как ey > 1, 
п 6 (Хи) 

аеп p (Xn). 1 произвольно, то при п—> со , —1. 
(Xy) 

  
  

  

Теорема доказана. 
Теорема 4. Лусть ® — выпуклая шапочка с пло- 

скостью основания @; ®, ®,...,®,,... — Последователь- 
ность выпуклых шапочек, сходящаяся к шапочке ®, при- 
чём граница каждой шапочки также расположена в пло- 
скости a. Пусть, далее, на каждой шапочке ®, даны 
точки АХ, и Т,, которые при п-—-со сходятся к точ- 
кам Хи У шапочки w*), 

*) Сходимость шапочек ®„ к шапочке ® надо понимать в сле- 
дующем смысле. Как бы ни была мала пространственная окрест- 
ность точки Р шапочки ®, при достаточно большом п она пере- 
секается с каждой шапочкой ®„, но достаточно малая окрестность 
каждой точки (©), не принадлежащей шапочке « или её границе, 
не пересекается с шапочками ®«„ при достаточно больших п.
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Тогда расстояние р, между точками Х, и УТ, на 
щапочке в, при п —»со сходится к расстоянию р между 
точками Х и У на шапочке в. 

Далее, если точки Хи У шапочки ® можно соединить 
единственной кратчайшей +, то кратчайшие 1„, соединяю- 
щие Хи и У» на ®„, сходятся 
к кратчайшей 1. 

Доказательство. Про- 
ведём плоскость а’, параллель- 
ную плоскости а и отделяю- 
щую её от пары точек Хи У 
шапочки ® (черт. 5). При до- 
статочно большом п точки Х» 
и У, будут, очевидно, располо- 
жены над плоскостью а’ вместе 
с кратчайшей 7у,, соединяющей Черт. 5. 
их на шапочке ®,„. Из по- 
следовательности кратчайших 4„ можно выделить сходящуюся 
подпоследовательность. Не ограничивая общности, можно 
считать, что сама последовательность 1„ сходится. Предель- 

ная кривая 1 этой последовательности соединяет точки Х 

и У на шапочке ® и имеет длину р, не превышающую ниж- 
него предела последовательности р, *): 

  

  

  

p< lim py. 
n> oo 

Сместим кратчайшую 4, соединяющую точки Хи У нао, 
вертикально вверх на расстояние в > 0 и соединим её концы 
с точками Х„ и У„ прямолинейными отрезками. Полученная 
при этом кривая, соединяющая точки Х, и У,, при до- 
статочно большом п лежит над шапочкой &, и имеет 
цлину рт» (=) 2р,. При бесконечном возрастании п 

1» (8) —> 2г. Поэтому р-- 2=> >. tim пр» и, следовательно, 

— 

0 <limp, < lim Pn <p-+ 2e. 
пс ®—>со 

*) См. А. Д. Александров, Внутренняя геометрия выпук- 
пых поверхностей, М.—Л., 1948, гл, П, $ 1, теорема 5.
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Так как в произвольно, то р«р. Но точки Х и 7 на в 
нельзя соединить кривой, длина которой меньше р. Поэтому 

р =р и, следовательно, Jim p „ = Шир, ==р. Так как длина 1 

равна р, то она кратчайшая. Если 1 является единственной 

кратчайшей, соединяющей точки Х и У, то 1 совпадает с 1. 
Теорема доказана. 

$ 3. Теорема И. М. Либермана и её следствия 

Основным предложением O геодезических на выпуклой 
поверхности является теорема И. М. Либермана*) о выпук- 
лости геодезической на проектирующем её цилиндре. При 
всей простоте этого предложения из него вытекают важные 
и многочисленные следствия, в целом дающие достаточно 
полную внешнюю характеристику геодезических линий на вы- 
пуклой поверхности. 

Теорема 1 **). /Густь + — геодезическая на выпуклой 
поверхности Е и г— полупрямая, образующая со всеми 
внешними нормалями к опорным плоскостям поверхности Е 

` - к 
в каждой точке геодезической 4 углы, меньшие 5. Тогда 

на цилиндре &, проектирующем геодезическую \ в напра- 
влении г, кривая \ является выпуклой и обращена выпук- 
лостью в направлении © (черт. 6, а). 

Доказательство. Во-первых, заметим, что для до- 
казательства теоремы достаточно для каждой точки Р геоде- 
зической ^ указать отрезок этой геодезической, для которого 
точка Р была бы внутренней и для которого теорема была бы 
верна. 

Пусть \’— отрезок геодезической 1 с длиной в, содержа- 

щий данную точку Р в качестве одной из внутренних точек. 
Если в достаточно мало, то *]’ будет кратчайшей, причём не 
только на поверхности КР, но и на полной выпуклой поверх- 
ности, частью которой является Г. Поэтому теорему доста- 
точно доказать для случая, когда 4 является кратчайшей на 
полной выпуклой поверхности. 

*) И. М. Либерман — ленинградский геометр. Погиб на фронте 
Отечественной войны в 1941 г. 

**) Эту теорему, а также вытекающие из неё следствия чита- 
тель может найти в работе И. М, Либермана [3].
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Развернём цилиндр 7 на плоскость (черт. 6, 6). Полученную 
при этом полосу между двумя параллельными прямыми раз- 
вёртка кривой “| в силу условий теоремы разбивает на две 

области И; и 2.›, одна из которых, например Й., соответ- 
ствует части &, цилиндра &, расположенной в направлении 
полупрямой г. 

  
а} 

Черт. 6. 

Допустим, что теорема неверна. Тогда на кривой 1 най- 

дётся пара точек Х и У, которые можно соединить прямо- 

линейным отрезком 6 в области #.. 
Отрезку 6 на цилиндре Z соответствует кривая 8, соеди- 

няющая точки Х и У поверхности Р, лежащая вне тела, 
ограниченного этой поверхностью. Согласно теореме Буземана 
и Феллера длина этой кривой не меньше расстояния между 
точками Х и У на Р, которое совпадает с длиной отрезка ХУ 

геодезической 1. Таким образом, отрезок ХУ кривой -, рав- 
ный по длине отрезку ХУ кратчайшей 4, должен быть короче 

прямолинейного отрезка 6 с концами Хи7. Полученное про- 
тиворечие доказывает теорему. 

Теорема 2. /Тусть 1 — геодезическая на выпуклой по- 
верхности Е, $— её дуга, 1(5) — радиус-вектор точки, 
соответствующей дуге $. 

Тогда вектор-функция 1(5$) имеет в каждой точке 
правую и левую производные по дуге $: г+ ($) и Г- ($), 
равные единице по абсолютной величине.
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Почти для всех $ существует вторая производная 
вектор-функции #(5$) по $, если под второй производной 
понимать предел отношения 

rt (s+ As) —rt (s) 

As ? 
  

когда 4$ — 0. 
Доказательство. Проведём из точки Ху геодези- 

ческой Y TPH полупрямые #,, 2, Lg, не лежащие в одной 
плоскости, внутрь тела, частью границы которого является 
поверхность Р. Точная нижняя грань углов, образуемых 
полупрямыми #,, #2., #3 с внешними нормалями к опорным 

к 
плоскостям поверхности Ё в точке Xp, больше 5. Поэтому 

можно указать такую достаточно малую окрестность © 
точки Ху на поверхности, что внешние нормали к опорным 
плоскостям Р в точках, принадлежащих ®, образуют с полу- 

к 
прямыми #2, го, 83 углы, которые тоже больше 5. 

Пусть е,, е5, е, —три вектора с направлениями полупря- 

мых 8, Во, 63 и #($) вектор с началом в точке Хи 
концом в точке Х($), лежащей на геодезической 1 и соот- 
ветствующей дуге $. 

Согласно теореме 1 каждая из следующих функций 

nyru s: (€,, r(s)), (е, #($)), (ез, г ($)), рассматриваемая 
для $, которым соответствуют точки Х ($) геодезической 1 
из области ©, является выпуклой и, следовательно, имеет 
для каждого такого $ правую и левую производные и почти 
для всех $ вторую производную. Но 

r= (г, 6) (е1 Ж ег) + (7, 2) (е› Х ез) -- €3)(@3 X @1) 
(1, 2», ез) (€1, €2, ез) (ел ео, ез) 

Поэтому вектор-функция в (5) тоже имеет правую и левую 
производные для всех упомянутых значений $ и для почти 
всех $—— вторую производную. 

Так как Х, — произвольная точка геодезической \, а (5) 

отличается от r (s) на постоянный вектор #(5%), соответ- 
ствующий точке Ху, то #(5) для всех $ имеет правую и 

левую производные и для почти всех $ — вторую производ- 
ную по дуге $.
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Наконец, равенства |7 + (5) | = /- ($) | = 1 очевидным обра- 
зом следуют из теоремы 3 предыдущего параграфа, согласно 
которой 

r (s+ As) — 7 (5) [> 1 при As—>0. 
As 

Теорема доказана полностью. 
Теорема 3. //усть 1 — геодезическая на выпуклой 

поверхности Е. Если угол между любыми внешними нор- 
малями к опорным плоско- 
стям поверхности ЕР в точках 
геодезической *] не превосхо- 

дит < >, то угол между 

правыми (левыми) полукаса- 
тельными в любых двух точ- 
ках Ау и Хь геодезической + 
не превосходит 3%). 

Доказательство. Про- 
ведём какую-нибудь опорную 
плоскость о, к Р в точке Х, 
через правую  полукасатель- Черт. 7. 
ную & к {| в этой точке. Пусть 
п, — внешняя нормаль к опор- 
ной плоскости 1, 21 и 2. — полупрямые, идущие из точки Х, 

перпендикулярно к & под углом 5 —% к нормали #;, и и — 

  

полупрямая, образующая с полупрямой & и нормалью п, 
п 

углы п —% и > — $5 соответственно (черт. 7). 

Применяя к геодезической 1 относительно полупрямых 2, 
о, Ви теорему 1 и замечая, что в точке Х, правая полу- 
касательная д кт образует с каждой из полупрямых 51 и 25 

угол 5, а с полупрямой 8, — угол к — 9, заключаем, что 

углы, образуемые правой полукасательной & к \ в точке Х. 
к 

с полупрямыми 81 и 8., не меньше 5, ас полупрямой 2, — 

не меньше п — Dp. 

Проведём через полукасательную ЁЬ опорную плоскость 

поверхности ЕР. Пусть по— внешняя нормаль к этой
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плоскости. Перенесём теперь параллельно плоскость ао с полу- 
прямой &, и нормалью п. так, чтобы точка Хх совпала с Х\, 
и повернём её на угол $< 3%, чтобы совпали нормали п› 
Mn, При этом полупрямая 2 будет повёрнута, очевидно, 
на угол, не превышающий $, и образует с полупрямыми 21, 

к 

Zo углы, не меньшие 5 — 9, а с полупрямой 2, — угол не 

меньше п — 23.. 
Проведём теперь из точки Х\ в плоскости а, две полу- 

прямые #; и &., образующие острые углы с полупрямой & 
к 

и углы, равные =z — % с полупрямыми gy; H Во, соответ- 

ственно. Полупрямая ¢, после поворота должна находиться 

или в угле, образованном полупрямыми 5\ и 2, или в угле, 
образованном продолжениями этих полупрямых, так как & 

к 
образует с =, и 2. углы, не меньшие 5 — № Вторая воз- 

можность исключается, потому что полупрямая Ё, образует 

угол не меньше п— 2%, > 5 с полупрямой 2%. Таким обра- 

зом, № лежит между 51 и 25 и, следовательно, образует с 1 
угол, не больший половины угла, образованного этими полу- 
прямыми. 

Полупрямые #1, 2.5, 21, го являются рёбрами выпуклого 
четырёхгранного угла. Сумма его плоских углов меньше 2т, 
а сумма его плоских углов, исключая угол 9, образованный 

полупрямыми 51 и 25, равна 2п — 43,. Поэтому ® < 4%. Сле- 
довательно, угол между полупрямыми #Ё и & после поворота 
полупрямой & меньше 24, а между & и & до поворота полу- 
прямой № меньше 34. 

Теорема доказана. 
Теорема 4. //усть Х, —гладкая точка на выпуклой 

поверхности Е, ХЙ— точка поверхности, близкая к Ху, 
#(Х) — полукасательная к кратчайшей, соединяющей точки 
Хо в Х, в точке Ху F(X) — полупрямая, проведённая из 
точки Ху через точку Х. | 

Тогда угол %(Х), образованный полупрямыми Ё(Х) и 
= (Х), стремится к нулю, когда X +> Xp,
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Доказательство. Пусть 4 (Х) — кратчайшая, соеди- 
няющая точки Хи Ху, Г(У) — радиус-вектор произвольной 
точки У кратчайшей 1(Х). Так как вектор-функция г(У) 
имеет правую и левую производные по дуге кратчайшей y (X), 
причём эти производные равномерно ограничены (равны еди- 
нице по абсолютной величине), то 

(Х) 

r(X)—r(X)= f r+ (X)ds, 
(Xp) 

где г+ (У) — производная вектор-функции r(Y) m0 дуге $ 
кратчайшей 1(Х) в направлении ХХ. 

Пусть = — малое положительное число. Существует окрест- 
ность « точки Ху на поверхности Р такая, что внешние нор- 
мали поверхности в точках этой окрестности образуют с внеш- 
ней нормалью в точке Ху углы, не превосходящие е. По 
теореме 3 каждый из векторов 7+ (7), если _¥(X)Co, o6pa- 
зует с ЕЁ(Х) угол, не превосходящий бе. Поэтому угол, 
образуемый вектором Г(Х)—г(Ху) с полукасательной Ё(Х). 
или, что то же самое, угол $(Х), не превосходит 63 и, сле- 
довательно, сколь угодно мал, если точка Х достаточно близка 

к точке Ху. 
Теорема доказана. 
Теорема 5. /Лусть Е — выпуклая шапочка с плоско- 

стью основания @&; Р., Ро,..., Е„, ... -— Последователь- 
ность выпуклых шапочек, сходящаяся к шапочке Е, причем 
граница каждой шапочки также расположена в плоскости «. 
Пусть, далее, на каждой шапочке Е„ дана точка Х„ и 
кратчайшая Y,, выходящая из этой точки. 

Тогда, если при п-» со точки Х„ сходятся к гладкой 
точке Х на F, a кратчайшие 1„ сходятся к кратчайшей + 
на Р, то полукасательные [, к кратчайшим xy, в точках X,, 
сходятся к полукасательной \{ в точке Х. 

Доказательство. Для каждого положительного числа д- 
можно указать такое =(5), что угол между нормалями ша- 
почки Г в точке Х и в любой точке в-окрестности точки Х 
будет меньше 5. Если после такого выбора числа е взять 
достаточно большим число п, то углы между нормалями 
к опорным плоскостям шапочки Р,„ в точке X, в любой 
точке г-окрестности точки Х„ будут меньше 98.
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Пусть У— точка кратчайшей: 4, близкая к точке Х, У,— 
точка кратчайшей 1„, ближайшая к У. При достаточной бли- 
зости точки У к Х и достаточно больших п отрезок ХУ 
кратчайшей \ -и отрезки X,Y, кратчайших 1„ находятся 
в =-окрестностях точек Хи Х»„ соответственно. По теореме 3 
отсюда следует, что угол между полукасательными Ги Ef, 
не больше 98--9,„, где х„— угол, образуемый прямоли- 
нейными отрезками AY u X,,Y,. Tak Kak 9, —>*0 при п-> со, 
а 6 взято произвольно, то это значит, что полукасательные {#, 
сходятся к полукасательной 7. 

Теорема доказана. 

$ 4. Представление радиус-вектора точки 
выпуклой поверхности в окрестности некоторой 

начальной точки 

Простота исследования в малом регулярных поверхностей 
в дифференциальной геометрии объясняется возможностью 

разложения радиус-вектора точки по- 
верхности в окрестности каждой точки 
поверхности. 

В этом параграфе будет дано ана- 
логичное разложение для гладких вы- 
пуклых поверхностей без дальнейших 
предположений о регулярности. 

Теорема 1. //усть 1 — крат- 
чайшая на гладкой выпуклой шапочке 
F, соединяющая точки Хуи Х; Е — 
полукасательная кратчайщей {| в точ- 

Черт. 8. ке Ху; Х, — точка на полукасатель- 
ной {, отстоящая от Ху на рас- 

стоянии, равном длине кратчайшей +4, в — полупрямая, 

проведённая из точки Х, через точку Х\ (черт. 8). 
Тогда угол, образуемый полупрямой г с внешней нор- 

малью по КР в точке Ху, не превосходит наибольшего 
угла, образуемого внешними нормалями шапочки Е в точ- 
ках кратчайшей 1 с внешней нормалью 1%. 

Доказательство. Докажем сначала теорему для слу- 
чая, когда Р — многогранная выпуклая шапочка, а Х,| и. 
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Х,— внутренние точки её граней. Геодезическая 7 в этом 

случае представляет собой ломаную, звенья которой лежат 

на гранях шапочки, а вершины — на её рёбрах. 
Обозначим через 4,, 55,..., 6, звенья ломаной Y при 

следовании от ЛХ, до Ху, 4, do, ..., а, — содержащие их 
грани, А., Ко, ..., Ав_1 — рёбра, 
по которым примыкают грани а, 
И бо, бо Иа и т. д. соответственно; 
3, 3. ..., 9„_, — двугранные 
углы с рёбрами Ау, Ко, ..., Ев _1. 

Подвергнем ломаную - сле- 
дующей деформации. Сначала по- 
вернём звено 6, вместе с гранью 
а, Которой оно принадлежит, 

около ребра Ё на угол «—$.. 
При этом звено 8, окажется на 
продолжении звена 6. (черт. 9). Черт. 9. 
Затем повернём звенья 8, и Oy 
вместе с гранью а. около ребра № на угол п — %.. Звенья 
8, и 5, окажутся на продолжении звена 0; и т. д. После по- 
ворота около ребра А„_, все звенья ломаной будут лежать 
на полупрямой 4, и конец Х, звена 6, совпадёт с точ- 

кой Xj. 
При описанной нами деформации ломаной 1 её конец 

движется по гладкой кривой с, составленной из дуг окруж- 
ностей, полукасательные к которым, проведённые в напра- 

  

влении Х,Х/, параллельны и одинаково направлены с внешними 
нормалями к опорным плоскостям многогранника Р вдоль 
кратчайшей yy. Поэтому вся кривая с, а следовательно, и её 

TOUKa Xj, оказывается внутри конуса с вершиной Х\, с осью, 
параллельной и одинаково направленной с пу, и углом 
при вершине (т. е. углом между осью и образующей), 
равным наибольшему углу, образуемому внешними норма- 
лями опорных плоскостей многогранника вдоль кратчайшей 1 

с внешней нормалью к грани &,. Что и требовалось до- 
казать. 

Пусть теперь Р — гладкая выпуклая шапочка. Возьмём на 
кратчайшей ^/ точку Хо, близкую к точке Х\. Точку Хь с Ху 
на поверхности Ё можно соединить только одной кратчайшей,
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именно отрезком А,Х. кратчайшей \*). Если теорема ока- 
жется верной для каждого отрезка Ху Х., кратчайшей 1, то 
она верна и для всей кратчайшей. Поэтому можно считать, 
что точки Ари Ху можно соединить единственной кратчай- 
шей 1. 

Построим последовательность многогранных выпуклых ша- 
почек Р;, сходящуюся к шапочке Р. Для этого впишем 
в границу основания шапочки Ё выпуклый многоугольник ру 
с малыми сторонами. Затем возьмём на шапочке ЁР достаточно 
густую сеть из конечного числа точек Фь, Ф»к, ..., Ч, 

которые проектируются на плоскость основания ша- 
почки Р внутрь многоугольника р». Минимальная выпуклая 
оболочка множества, состоящего из многоугольника рь и 
точек Qk,» есть замкнутый выпуклый многогранник, который 

состоит из шапочки Ру и её основания — многоугольника ру. 
Если стороны многоугольника р, неограниченно уменьшать, 
а густоту сети точек СФ», увеличивать, то многогранные ша- 

почки Ру будут сходиться к шапочке Р. 
k k 

Возьмём на гранях шапочки Ру точки Х® и ХИ, схо- 
дящиеся при Ё->со к точкам Ху и Х, шапочки Р. Соеди- 

k k А 
НИМ ТОЧКИ xy) И xX кратчайшей (7 на Р;. Построим, да- 

лее, как и для поверхности Р, полукасательную &”, точку xy" 
и полупрямую g(*), 

Пусть е — любое малое положительное число. При до- 
статочно большом Ё угол между внешней нормалью много- 

k 
гранника Ру в точке Хх ) и внешней нормалью поверхности Р 
в точке Ху меньше е; наибольший угол, образуемый внеш- 

k 
Hef HOpManbio K F, B TOUKe Х® с внешними нормалями 
опорных плоскостей вдоль 1), не больше %-е, где %— 
наибольший угол, образуемый нормалью пу поверхности Р 
с внешними нормалями этой поверхности вдоль кратчай- 

(k 
шей 1. При п» со полукасательная К сходится к fo, 
длина 1 сходится к длине 1, поэтому 2®-› 5, и следо- 

*) Это следует из теоремы А. Д. Александрова о неналегании 
кратчайших на общей выпуклой поверхности (см. [1], стр. 72). 
Теорема 1 нами будет применяться только к выпуклым поверхно- 
стям с регулярной метрикой, для которых это утверждение очевидно.
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вательно, угол между пу и # не больше 3%, | 9е. Так как е 
произвольно мало, то угол между пу и # не больше \,. 

Теорема доказана. 
Как следствие теоремы 1, теоремы 3 8 2 и теоремы 4 

$ 3 настоящей главы получается 
Теорема 2. Пусть Ху — точка гладкой выпуклой по- 

верхности, Х-—-близкая к ней точка, *(Х) — единичный 
вектор полукасательной в точке Ху к кратчайшей, соеди- 
няющей точки Хи Ху, $(Х) — длина кратчайшей. Тогда 
для радиус-вектора г(Х) точки Х имеет место следую- 
щее представление: 

r (X)=r (Xo) 7 (Х) 8 (4) + 9 (X), 
где У(Х) — вектор, направление которого при Х- АХ 
сходится к направлению внутренней нормали поверх- 
ности ЕР в точке Ху, и, кроме того, 

| ¥(X)| s(x) — 0. 

3 Зак. 2600. А. В. Погорелов.



ГЛАВА П 

О КРИВИЗНЕ ВЫПУКЛЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 

$ 1. Теорема А. Д. Александрова о гладкости 
выпуклой поверхности с ограниченной удельной 

внешней кривизной 

В теории поверхностей и особенно теории выпуклых по- 
верхностей важную роль играет понятие внешней кривизны. 

Внешней кривизной множества М на выпуклой поверх- 
ности Р называют площадь сферического изображения в (М) 
множества М. При этом под площадью множества понимают 
его лебегову меру. 

Так как сферическое изображение замкнутого множества 
на выпуклой поверхности является замкнутым, то внешняя 
кривизна определена для всех замкнутых множеств. 

Более того, как показал А. Д. Александров ([1], стр. 157), 
внешняя кривизна определена для всех борелевских множеств 
на выпуклой поверхности и является вполне аддитивной функ- 
цией множества. 

Кривизна борелевского множества М на выпуклой по- 
верхности совпадает с внутренней лебеговой мерой его сфе- 
рического изображения, т. е. верхней гранью площадей зам- 
кнутых множеств, содержащихся в сферическом изображении 
множества /. 

В связи с этим мы определим внешнюю кривизну любого 
множества на выпуклой поверхности, как внутреннюю лебе- 
гову меру его сферического изображения. 

Удельной внешней кривизной множества на выпуклой 
поверхности будем называть отношение внешней кривизны 
множества к его площади.
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Относительно выпуклой поверхности будем говорить, что 
она имеет ограниченную удельную внешнюю кривизну, если 
удельные кривизны всех областей на поверхности равно- 
мерно ограничены. 

Для выпуклых поверхностей с ограниченной внешней 

удельной кривизной имеет место следующая важная теорема 
А. Д. Александрова [4]. 

Теорема 1. Каждая точка Х выпуклой поверхности 
ограниченной удельной внешней кривизны или гладкая, или 
принадлежит прямолинейному ребру, причём точка Х не 
является концом этого ребра. 

Доказательство. Если точка Х не является гладкой 
и не является внутренней точкой прямолинейного ребра, ле- 
жащего на поверхности, то могут быть только следующие 
три возможности: 

1) точка Х коническая; 
2) точка Х ребристая, причём через неё не проходит 

никакое прямолинейное ребро; 

3) точка Х является концом прямолинейного ребра. По- 
этому для доказательства теоремы достаточно показать, что 
в каждом из этих случаев внешняя удельная кривизна по- 
верхности не ограничена. 

Если точка Х коническая, то сферическое изображение 
любой сколь угодно малой окрестности точки Х на поверх- 
ности покрывает сферическое изображение касательного ко- 
нуса поверхности в точке Х. Следовательно, площадь сфе- 
рического изображения любой окрестности точки Х не 
меньше площади сферического изображения конуса. Так как 
у точки Х существуют окрестности сколь угодно малой 
площади, то внешняя удельная кривизна в конической точке 
поверхности не ограничена. 

Пусть теперь точка Х ребристая и через неё не прохо- 
кит никакое прямолинейное ребро. Касательный конус поверх- 
ности в такой точке представляет собой двугранный угол. 
Пусть в, и а„—грани этого угла, а г“ — его ребро. Про- 
ведём плоскость в, параллельную ребру г, пересекающую 
вго грани а, и а. под равными углами и отстоящую на рас- 
стоянии г от точки Х. Если 2 достаточно мало, шапочка E, 
которую отрезает плоскость от поверхности Ё, проекти- 
руется на плоскость с однозначно. 

м ae
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Проведём теперь две плоскости В, и В. перпендикулярно 
к ребру Е так, чтобы они упирались в край шапочки (черт. 10). 
Полуплоскости & и а, плоскости В,, Во и с ограничивают 
грёхгранную призму. Площадь поверхности этой призмы без 
площади грани, лежащей в плоскости с, не меньше площади 
поверхности шапочки и равна 

2 222tg § + — (x,-++ x.) = 5 (2 sin) + x, + xz), 

где х, и хо — расстояния плоскостей В, и Во от точки Х, 
а $ — половина двугранного 
угла, образуемого гранями 
призмы а, и @.. Таким об- 
разом, площадь поверхности 
шапочки Е 

5 (Е) < — (2-х, + Xp). 

Оценим теперь площадь 

Черт. 10. сферического изображения 
шапочки. Для этого рассмот- 

рим конус А, проектирующий основание шапочки из точки Х. 
Сферическое изображение шапочки Е покрывает сфери- 
ческое изображение конуса К, так как для каждой опорной 
плоскости конуса существует параллельная опорная плоскость 
шапочки. По той же причине сферическое изображение че- 
тырёхгранного угла, проектирующего из точки Х грань призмы, 
лежащую в плоскости в, покрывается сферическим изобра- 
жением конуса К. 

Сферическое изображение этого четырёхгранного угла 
есть сферический четырехугольник с диагоналями, пересекаю- 
щимися под прямым углом и равными по длине < — 2} и 
п — 2$, где 24 — угол, образуемый гранями а иа., а 20 — 
угол, образуемый двумя другими противолежащими гранями. 
Если г достаточно мало, r— 29 тоже мало, и площадь сфе- 

  

  

  

рического четырёхугольника = > > (п — 23) (п — 25). Во вся- 

ком случае, существует постоянная т -Е 0 такая, что пло- 
щадь четырёхугольника будет больше 

m (x — 23) (x — 15).
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a Zz 
Так как п — 29 = arctg — +r arctg—, TO BBHAy малости от- 

1 2 
2 2 1/2 2 

ношений — и — можно считать, что п — 2 5 (= =) . 
° ^1 x9 ms ?> x} + x2, 

Таким образом, площадь сферического изображения рассматри- 
ваемого четырёхгранного угла, а следовательно, и площадь 

сферического изображения шапочки Е 

# 0 (E) > 5 («— 29) (2-2). 
Отсюда для удельной внешней кривизны шапочки Е следует: 

Ф (Е moose 1 1 SB > SS 6 —) (ee toe) S(E) ZH xy 2K_ | 24 2x1 + Xp 

она неограниченно растёт, когда отрезающая шапочку Е пло- 
скость с приближается к точке Х. 

Случай, когда точка Х является концом прямолинейного 
ребра =, рассматривается аналогично. Нужно только пло- 
скость с проводить через точку Х, ребра =, отличную от Х, 
на малом расстоянии 2 от точки Х. При этом, если точка Х' 
приближается к Х, аг убывает быстрее, чем расстояние 
между Х и X,, TO внешняя удельная кривизна шапочки, 
отрезаемой плоскостью с от поверхности Р, неограниченно 
растёт. 

Итак, если в точке Х выпуклой поверхности Р внешняя 
удельная кривизна ограничена, то или точка Х гладкая, или 
через точку Х проходит прямолинейное ребро, по которому 
поверхность имеет излом, причём точка Х не является кон- 
цом этого ребра. Никакие другие особенности в точке Х 
невозможны. 

Из теоремы 1 вытекают важные следствия. 
Следствие 1. Выпуклые шапочки с ограниченной 

удельной внешней кривизной являются гладкими. 
Действительно, нарушение гладкости может быть только 

из-за наличия прямолинейного ребра, концы которого лежат 
на границе шапочки. Но тогда шапочка вырождается в пло- 

скую выпуклую область. 
Следствие 2. Если полная выпуклая поверхность 

с ограниченной удельной внешней кривизной не является 
цилиндром, то она гладкая. В частности, все замкнутые 
поверхности ограниченной удельной кривизны гладкие,
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В самом деле, ребро, из-за наличия которого нарушается 
гладкость, должно быть некоторой прямой. С другой сто- 

роны, выпуклая поверхность, содержащая целую прямую, 
является цилиндрической. Читателю предлагается доказать 
последнее утверждение. 

Во многих случаях оказывается полезной следующая тео- 
рема, принадлежащая также А. Д. Александрову [4]. 

Теорема 2. /Лусть Е—выпуклая поверхность, е—пря- 
молинейный отрезок на поверхности Е, Х — точка от- 
резка г. 

Тогда существует последовательность областей на по- 
верхности, сходящихся к точке Х, удельные внешние кри- 
визны которых неограниченно убывают. 

Доказательство. Касательный конус поверхности 
в точке Х есть или двугранный угол, или плоскость. В обоих 

  

  

Черт. 11. 

случаях прямая, содержащая отрезок г, разбивает касатель- 
ный конус на две полуплоскости а и а. (черт. 11). 

Проведём плоскость с через точку Х перпендикулярно 
к отрезку =. Она пересекает поверхность по выпуклой крни- 
вой 1. Полукасательные этой кривой в точке Х суть полу- 
прямые, по которым плоскость с пересекает полупло- 
скости а!, и. Не ограничивая общности, можно считать, что 
каждая из этих полукасательных имеет с кривой ^{ только 
одну общую точку, именно точку Х. В противном случае 
кривая 1 содержала бы прямолинейный отрезок с концом 

в точке Х. Но тогда на ЕР была бы плоская область, и по-
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строение областей, существование которых утверждается тео- 
ремой 2, не составляло бы труда. 

Пусть п— внешняя нормаль поверхности Р в точке Х, 
образующая с полуплоскостями %, и а. равные углы, Р— точка 
на ней, близкая к точке Х; Аи В — точки отрезка г, взя- 
тые по разные стороны от точки Х. 

Опорные полупрямые кривой 4, проведённые из точки Р, 
вместе с полупрямыми РА и РВ образуют рёбра выпуклого 
четырёхгранного угла Е с вершиной в точке Р. 

Угол Е вырезает на поверхности Р некоторую область Ца 
в виде криволинейного четырёхугольника, площадь которого, 
очевидно, не меньше площади соответствующего четырёх- 

угольника ( на полуплоскостях 4, о, а внешняя кривизна 
меньше внешней кривизны угла Е. Поэтому удельная внеш- 
няя кривизна области С не больше отношения внешней кри- 

визны Е к площади четырёхугольника G. 
Если расстояние Ё точки Р от точки Х мало по сравне- 

нию с расстоянием точки Х от точек Аи В, то внешняя 
кривизна угла Е 

h 
w(EV< 5, 

где 4 — расстояние между точками А и В, а с — некоторая 
постоянная. 

Площадь четырёхугольника С( 

SG) = dB, (A) +8 (h)), 
где 8, (№) и 8. (#) — расстояния точки Х от вершин четырёх- 
угольника С, отличных от Аи В. 

Очевидно, когда точка Р неограниченно приближается 
к Х, т.е. когда #-—» 0, 

h h 
5) —>0 и 5 (®) — 0. 

Поэтому отношение 

о (Е) 2ch 

S(G) ^ 4? (81 (в) % (1) 
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стремится к нулю, если надлежащим образом неограниченно 
приближать точки А, Ви Рк точке Х. 

Так как удельная внешняя кривизна области С меньше 
« (Е 

отношения а то действительно существует последова- 

тельность областей на поверхности ГР, сходящихся к точке P 
удельные кривизны которых неограниченно убывают. 

Теорема доказана. 

$ 2. Об угле между геодезическими и площади 
выпуклой поверхности с регулярной метрикой 

Выпуклая поверхность называется регулярной (Е раз диф- 
ференцируемой), если в окрестности каждой точки поверх- 
ности могут быте введены локальные координаты и, 9 так, 
что радиус-вектор точки поверхности г (и, 9) как функция 
переменных и, ® будет регулярной ( раз дифференцируемой) 
функцией. 

Длина гладкой кривой 4, заданной уравнениями и = и (0, 
© = (#) на регулярной поверхности Ф, как известно, равна 

  

| V Eu” + 2Fu'v' + Gv" dt, 
: 

где Е, Е и С соответственно равны (Г), (Г.г,), (Гог,). 
Квадратичная форма 

ds* == E du® 4- 2F du dv +- G dv? 

называется линейным элементом поверхности. 
Может случиться, что хотя поверхность и не регулярна, 

но в окрестности каждой точки её могут быть введены ло- 
кальные координаты и, ® так, что длина каждой кривой + 

на поверхности, заданной уравнениями и =и(, 9=9(0, 
равна 
  

[V Eu" +-2Fu'v' +- бо? ар 

т 

где Е, Р и С — некоторые регулярные функции перемен- 
ных ци, 9. Относительно такой поверхности мы говорим, что она 
имеет регулярную метрику. Форму Е 4? -|+- 2Р аи 49 -|- Ц 49? и
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в этом случае будем называть линейным элементом поверх- 
ности. 

Очевидно, регулярная выпуклая поверхность имеет регу- 
лярную метрику; обратное, вообще говоря, неверно *). 

До сих пор, говоря об угле $ между геодезическими 1, 
И 10, выходящими из точки Х на выпуклой поверхности Ф, 
мы понимали под этим угол между полукасательными к этим 
геодезическим в точке Х. Если Ф — регулярная поверх- 
ность с линейным элементом 45? = Е аи? + 2Раиао-|- Ц 49?, 

и=и, (а), 9=9, (а) и и= и, (В), о==9› (В) — уравнения 
геодезических 11 И \о соответственно, то такому пониманию 
угла соответствует, как известно, следующее его выражение: 

Eu,u, + F (С + ии.) + Gu,v, 

V Eu’? + 2Fu'v! + Gol? . V Eut, + 2Fuivs, + Gui? 
  cos} ==     

Если выпуклая поверхность имеет регулярную метрику, 
но сама поверхность нерегулярна, то данное выше выраже- 
ние для угла между геодезическими, вообще говоря, неверно. 
Однако имеет место следующая 

Теорема 1. //Лусть Ф — выпуклая шапочка с регуляр- 
ной метрикой, 45? = E du? 1.2F du dv—t- Ц 49? — линейный 
элемент шапочки в окрестности гладкой точки Ху. Пусть, 

далее, и и, (а), =, (я) и и== из (8), э==, (В) — урав- 
нения геодезических 11 и |, выходящих из точки Ху. 

Тогда для угла $ между геодезическими 11 и Чо, т. е. 
угла между полукасательными к ним в точке Ху, имеет 
место следующее выражение: 

7 ? ? ? f 7? f s 

Eu,u, + F (uv. + u50,) + Gov, 

И £u’* + 2Fu 0! + Gor. V Bui, + Fue, + Goi? 
  cost =     

Доказательство. Отложим на геодезических 411, Yo 
на полукасательных к ним в точке Ху, & отрезки малой 
длины 8. Рассмотрим теперь два треугольника: геодезический 

треугольник ХХ, Хо и плоский треугольник ХХ, Хо (черт. 12). 

*) Двугранный угол, например, есть нерегулярная выпуклая 
поверхность, имеющая регулярную метрику.
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— , $ — 

Пусть 6, = 26 sin-> — paccTosHue между точками Хи 

Хо. Согласно теореме 25$ 4 гл. Г расстояния между точ- 

ками Ху и А\, Ху и Х. малы по сравнению с 65, а следова- 

тельно, и по сравнению с 6,, если достаточно мало 85. Да- 
лее, из той же теоремы следует, что при достаточно малом 0 

ломаная XX, X,Xo лежит вне тела, ограниченного шапоч- 
кой Ф и её основанием, а потому 
длина ломаной больше стороны ХХ 
геодезического треугольника Ау А:.Хь, 
которая в свою очередь не меньше 
пространственного расстояния между 
точками А| и АХо. 

Принимая. во внимание приве- 
дённые выше соображения, делаем 
вывод, что сторона А,Хь геодезиче- 
ского треугольника Ху А!Х. равна 

Черт. 12. 8, (1--=(5)), причём е (5) стремится 
к нулю вместе с 

Построим треугольник на плоскости со сторонами, рав- 
ными сторонам геодезического треугольника Ху А.Х. При 
6 — 0 угол $(5) этого треугольника, противолежащий сто- 

pone 8, (1-1 =(8)), стремится к некоторому пределу $, причём 

Вили» +F (12,0, +. и!) + Gu,v, 

V Eu? +2Fu,v, + Go,?. V Eu,? + 2Fuyo2+ Gu, 

С другой стороны, очевидно, $ (5) -> $. 
Теорема доказана. 
Рассмотрим теперь некоторые вопросы, относящиеся 

к площади выпуклой поверхности. 

Обычное определение площади выпуклой поверхности, 
которым мы по существу пользовались до сих пор, состоит 
в следующем. Пусть Рр— полная выпуклая поверхность и 
М — замкнутое множество на ней, Р, — последовательность 
выпуклых многогранников, сходящаяся к РЁ, и М, — замкну- 
тые множества на поверхностях Г,„, которые получаются 
проектированием множества М на поверхности ЁР„ из неко- 
торой точки О, лежащей внутри Р. Тогда под площадью 

  

  cos } =    
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множества M на поверхности ЁР понимают предел площадей 
множеств ИМ, на многогранниках Р„. Оказывается, этот пре- 
дел всегда существует и не зависит ни от выбора последо- 
вательности многогранников Р,„, ни от выбора центра про- 
ектирования О. 

Площадь открытого множества определяется как верхняя 
грань содержащихся в нём замкнутых множеств. Если теперь 
М — любое множество и верхняя грань 5 (М) площадей 
замкнутых множеств, содержащихся в М, равна нижней 
грани площадей открытых множеств, содержащих М, то 
говорят, что множество M имеет площадь $ (1). 

Если поверхность Ф регулярна и 45? = Edu? +-2F du dv + 
-- Ц 492 — её линейный элемент, то площадь множества М 
на поверхности определяется по формуле: 

S(M) = [УЕб— F® du dv. 
М 

Менее очевидно то, что на выпуклой поверхности с ре- 
гулярной метрикой без предположения о регулярности самой 

поверхности имеет место такое же представление для лло- 
щади множества /, хотя это действительно так. Мы не 

будем этого доказывать, так как в таком виде это предло- 
жение нам не понадобится, и ограничимся доказательством 
следующего простого утверждения. 

Лемма 1. Пусть М — множество точек на выпуклой 
шапочке, опорные плоскости которой образуют с плоско- 

ve к 
стью её основания углы, меньшие % < 5, Х — точка мно- 

жества М. Пусть, далее, все точки шапочки, расстояния 
которых от Х меньше 6,, принадлежат М, но никакая 
точка шапочки, удалённая от Х на расстояние, большее 
bo > 8, He принадлежит М. 

Тогда существуют постоянные С: и Со, зависящие 
только от $, такие, что 

с151 < $ (М) < с28;. 

Доказательство. Множество /М содержится внутри 
цилиндра радиуса 4 с высотой 285 и осью, перпендикулярной 

‹ основанию шапочки Р (черт. 13, а). Кусок Р поверхности Р,
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содержащийся внутри цилиндра &, вместе с частью боковой 
поверхности его и нижним основанием образует замкнутую 
выпуклую поверхность, содержащуюся внутри цилиндра 2. 
Площадь её меньше площади поверхности цилиндра. Поэтому 

площадь поверхности Р, а тем более множества М, не больше 
а 5тд2. Число 5п и есть постоянная со, существование которой 

утверждается леммой. 

  

а) 0) 

Черт. 13. 

Докажем существование постоянной с.. Проекция мно- 
жества М на плоскость основания шапочки покрывает круг w 
радиуса 

__ COS 
6,2 (Yo) = 5; 1 2sin 9’ 

в центр которого проектируется точка Х. 
Действительно, допустим, что в круг ® проектируется 

точка У шапочки Р, не принадлежащая М. Соединим эту 
точку с точкой Х ломаной с двумя звеньями (черт. 13, 6), из 
коих одно перпендикулярно к плоскости основания шапочки, 
а другое образует с ним угол $. Такая ломаная по теореме 
Буземана имеет длину, не меньшую, чем расстояние между 
точками Х и Уна Р, а вместе с тем её длина, очевидно, 
меньше 8,. Мы пришли к противоречию. Итак, проекция мно- 
жества М на плоскость основания шапочки покрывает круг 
радиуса А ($5) 8., а следовательно, имеет площадь, большую 
площади этого круга, 

a2 
т? (35) 51 < $ (М). 

Существование постоянной с, также доказано.
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$ 3. Теорема Гаусса 

Известна теорема Гаусса о том, что внешняя кривизна 
регулярной выпуклой поверхности равна её внутренней инте- 
гральной кривизне, т. е. интегралу OT гауссовой кривизны 
по площади поверхности. 

А. Д. Александрову [1] принадлежит обобщение этой 
теоремы на случай общих выпуклых поверхностей. Он дал 
определение внутренней кривизны произвольной выпуклой 
поверхности с помощью её метрики и доказал, что она со- 
впадает с внешней кривизной. 

В настоящем параграфе мы дадим доказательство теоремы 
Гаусса для выпуклых поверхностей с регулярной метрикой 

без предположения о регулярности самой поверхности. 
Теорема 1. /Лусть Р — выпуклая шапочка с регуляр- 

ной метрикой и положительной гауссовой кривизной, Х — 
произвольная точка шапочки и @ — область на Е, распо- 
ложенная в достаточно малой окрестности Н точки Х. 

Тогда внешняя кривизна области @ выражается фор- 
мулой: 

w (G) = [KVeg — Pda dv, 
G 

где е, }, “— коэффициенты квадратичной формы 45° — 
линейного элемента поверхности, а К—гауссова кри- 
визна. 

Докажем предварительно несколько лемм. 
Лемма 1. Внешняя кривизна выпуклого многогранного 

угла равна 2 —$, где $ — сумма плоских углов ау при 
его вершине. 

Доказательство. Сферическое изображение выпук- 
лого многогранного угла есть выпуклый многоугольник на 
единичной сфере, у которого стороны суть дуги больших 
кругов, а углы В, дополняют соответствующие плоские 
углы @, многогранного угла до п. Применяя к этому много- 
угольнику теорему Гаусса-Бонне, получим 

w == In — № (п — 84) = 2 — 8, 
Е 

что и требовалось доказать.
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Лемма 2. Лусть А — геодезический треугольник на 
выпуклой многогранной шапочке Е с вершинами на гранях 
шапочки. Тогда внешняя кривизна треугольника А равна 

п_а—В— т, 

где а, В, \ — углы треугольника. 
Доказательство. Треугольник А рёбрами многогран- 

ника ГР разбивается на плоские выпуклые многоугольники. 
Пусть т — число этих многоугольников, /-—— число их сторон 
и Е — число вершин (каждая вершина и каждая сторона 
считаются один раз, хотя они могут принадлежать более 
чем одному многоугольнику). Тогда по теореме Эйлера 

k—It-m=1. 

Подсчитаем сумму 5 всех внутренних углов много- 
угольника. Так как в многоугольнике с п кершинами сумма 
внутренних углов равна (п— 2)т, то 

7% 

Sn >) (n, —2) = Ql’ + xl” — Qn, 
$=1 

где /’— число сторон многоугольников, которые проходят 
внутри треугольника ДА, а /[”— число сторон, которые лежат 
на его границе. 

Сумму $ можно получить иначе, найдя сначала сумму 9, 
углов с данной вершиной, а потом сложив результаты. При 
этом 

Ё 

$ = = 2 (On —o,) =Ink — ¥ oy. 
i=1 Ib

a 

$ 

Сопоставляя полученные результаты для $, с помощью 
теоремы Эйлера получаем: 

k 

n+ nl” — > wo, =0. 
i=1 

Разобьём сумму У в левой части равенства Ha три суммы 

У, У», Ds; в которых суммирования распространены на вер- 
шины многоугольников, лежащие соответственно внутри тре- 
угольника A, на его сторонах и в вершинах. Замечая, что
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каждое слагаемое второй суммы равно к, а слагаемые третьей 
суммы равны 2* —&, 2 — В, 2 —1, после очевидных упро- 
щений получим 

D1; = 7 — a — 8 —¥. 

В силу леммы 1 сумма )),o; papHa BHellHeli KpMBH3He 
треугольника. 

Лемма доказана. 
Лемма 3. //Лусть Р— выпуклая шапочка, М — замк- 

нутое множество на ЕР; Е\, Ро, ...— последовательность 
выпуклых шапочек с той же плоскостью основания, что 
и ЕР, сходящаяся к Е; М, — последовательность замкну- 
тых множеств шапочек Е„, сходящаяся к М. 

Тогда, каково бы ни было => 0, при достаточно боль- 
шом п сферическое изображение множества М» содер- 
жится в в-окрестности сферического изображения мно- 
жества М. 

Лемма 4. //Лусть Е — существенно выпуклая шапочка 
(это значит, что каждая опорная плоскость шапочки 
имеет с шапочкой только одну общую точку); @—откры- 
тое множество на Е, содержащее замкнутое множество М’ 
и само содержащееся в замкнутом множестве М" на Р. 
Пусть, далее, Р, — последовательность выпуклых шапочек 
с той же плоскостью основания, что и ЕР, сходящаяся 

к Е; М, — последовательность замкнутых множеств 
шапочек ЕР„, сходящаяся к М’. 

Тогда при достаточно большом п сферическое изобра- 
жение множества М, содержится в сферическом изобра- 
жении множества М". 

Доказательств лемм 3 и 4 мы не приводим. Они довольно 

просты и опираются существенно только на следующий, сам 
по себе довольно простой факт. 

Пусть Е — выпуклая шапочка, Е, — последователь- 
ность шапочек, сходящаяся к Е; Х„— точка на шапочке Ех, 
а, —опорная плоскость в этой точке. Если при п —> со по- 
следовательность точек Х„ сходится к некоторой точке Х 
шапочки Е, а последовательность плоскостей «„ сходится 
к некоторой плоскости а, то эта плоскость будет опор- 
ной плоскостью шапочки Е в точке Х.
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Переходим теперь к доказательству теоремы 1. Проведём 
через точку Х поверхности Р две взаимно перпендикуляр-| 
ные геодезические 1, и 1.. Отметим на каждой из них 
точки Аи Ву, отстоящие от точки Х на расстоянии #6, и 
проведём через эти точки геодезические, перпендикулярные 
к {1 и {2 соответственно’ (черт. 14). При этом окрестность Н 

точки Х будет покрыта гео- 
дезическими четыреёхуголь- 

никами. Разобьём каждый 
четырёхугольник одной из 

его геодезических диагона- 
лей на два треугольника. 
Относительно полученных та- 
ким образом треугольников, 
расположенных в Н, суще- 
ственно заметить следую- 
щее: 

1) Площадь каждого тре- 
угольника больше а8? и 

меньше 662, roe a>O wu 6— постоянные, не завися- 
щие отб; 

2) внутри каждого треугольника можно указать такую 
точку, что геодезический круг радиуса a,6 содержится внутри 
треугольника, а круг радиуса 06,6 содержит треугольник, 
причём постоянные @, иф, (а, > 0) не зависят от 6. 

Оба эти свойства довольно очевидны, если окрестность Н 
точки X достаточно мала. 

Сместим каждую вершину построенной триангуляции 
в достаточно близкую гладкую точку поверхности. Если 
полученные точки соединить кратчайшими по той же 

схеме, как были соединены соответствующие вершины, то 
получим триангуляцию Т; окрестности точки Х, причём то- 
пологически она выглядит так же, как и исходная триан- 
гуляция. 

Будем употреблять для обозначения площади выпуклой 
поверхности как предела площадей сходящейся к ней последо- 

вательности многогранников обозначение 5’, а для площади 
в смысле внутреннего определения как интеграла (см. $ 2 
настоящей главы) обозначение °. Тогда можно считать, что 
для каждого треугольника А построенной триангуляции, 
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содержащегося в Н, выполняется неравенство 

5 (А) < 5’ (А) < pS (A), (1) 

где Ли и — положительные постоянные, не зависящие от 85. 
Построим последовательность многогранных выпуклых 

шапочек Р,„ с тем же основанием, что и Р, сходящуюся 
к шапочке Р. Поставим в соответствие каждой вершине 
триангуляции Р гладкую точку многогранника Р,, близкую 
к этой вершине так, чтобы при п-> со эти точки сходились 
к соответствующим вершинам. Соединим отмеченные точки 
на многограннике Р, в том же порядке, как соединены 
соответствующие вершины на шапочке Р. При этом, если п 
достаточно велико, получается триангуляция Тиз на Р„, то- 
пологически устроенная так же, как и триангуляция Т; на Р. 

Пусть М — замкнутое множество Ha Р, содержащееся 
в области С, удовлетворяющее условиям: 

5/ (Ц S(G 
wiih <1-+e,, stm <i te (2) 
  

u G,— OTKpPHITOe MHOMKECTBO, COMepxKamlee M, c 8aMbIKaHveM G,, 
содержащимся в @. При достаточно малом 6 из треуголь- 
ников триангуляции Ту можно построить замкнутые множе- 
ства М’и М”, удовлетворяющие условиям: 

McMCG, G,cM’cG. 

Пусть Ми и М, — замкнутые множества на многогранной 
шапочке F,, построенные из соответствующих треугольников 

триангуляции Т,„5. Внешняя кривизна множества М» пред- 
ставляет собой сумму внешних кривизн треугольников А’ 

триангуляции Т,;, принадлежащих УМ,„. Кривизна каждого 

такого треугольника равна T—a,—8,—y,, me a,, В, 
и \„-—-уУглы треугольника. При п-—со углы ay, В,, 1 
треугольника А’с< Т„» сходятся к углам а, В, 1] соответствую- 
щего треугольника Ас Т (теорема 5 8 3 гл. П). И так как 

t—a—B—y= f KdS (reopema Гаусса), a сферическое 

A 

4 Зак. 2666. А. В. Погорелов.
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7? 

изображение /Л„ при достаточно большом п содержится 
в сферическом изображении С, (лемма 3), TO 

[Kas <0(G), (3) 
M' 

отУуда следует, что 

[ка <® (0). (4) 
С: 

Неравенство (3) можно записать в виде 

У, KS (A) < о (С), (5) 
ACM’ 

где К^ — некоторое среднее значение гауссовой кривизны 
поверхности в треугольнике А, а суммирование распростра- 
няется на треугольники из Тх, принадлежащие М”. Из неравен- 
ства (5), принимая во внимание положительность гауссовой 
кривизны и свойства 1, 2 триангуляции Тз, с помощью леммы 1 
предыдущего параграфа получаем 

с. > 5'(№<о(0), (6) 
ACM! 

где с, — положительная постоянная, He зависящая OT би 
области @. Так как М — произвольное множество, удовле- 
творяющее условию (2), то из (6) следует 

/ 1S’ (G) <0 (G). (7) 
По теореме 2 $ 1 настоящей главы из неравенства (7) следует, 
что поверхность С, а следовательно вся шапочка Р, суще- 
ственно выпуклая. Итак, попутно нами получена следующая 

Теорема 2. Выпуклая шапочка с регулярной метрикой 
и положительной гауссовой кривизной является суще- 
ственно выпуклой в том смысле, что каждая её опорная 
плоскость имеет с шапочкой только одну общую точку. 

Продолжим доказательство теоремы 1. Так как шапочка Р 
существенно выпуклая, то при достаточно большом п сфери- 
ческое изображение множества /М, покрывает сферическое 
изображение множества М’ (лемма 4). Отсюда, подобно пре- 
дыдущему, получаем 

[ка5> (м) (3’) 
M и
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и соответственно 

[ Kas>o(m’, (4’) 
G 

Dy KaS(A)> o(M’), (5’) 
АСМ" 

с. № 5'(А>о(М’, (6’) 
АСМ" 

сб" (@) > ® (М). (7") 
Из неравенства (4”) и произвольности е, в условии (2) 

следует: 

[К4$> ®(0), 
а 

что в соединении с неравенством (4) завершает доказатель- 
ство теоремы 1. 

Из неравенства (7’) и произвольности е, следует нера- 
венство 

CyS’ (G) > o(G). 

С помощью теоремы 1 5 1 настоящей главы отсюда 
получается 

Теорема 3. Выпуклая шапочка с регулярной метрикой 
и положительной гауссовой кривизной — гладкая. 

Так как достаточно малую окрестность каждой точки 
произвольной выпуклой поверхности можно считать принадле- 
жащей некоторой выпуклой шапочке, то из теорем 2 и 3 
следует 

Теорема 4. Выпуклая поверхность с регулярной мет- 
рикой и положительной гауссовой кривизной —- гладкая и 
существенно выпуклая. 

$ 4. Построение выпуклой поверхности 
с данной внешней кривизной 

Имеет место следующая теорема А. Д. Александрова [5]. 
Теорема 1. Пусть (т) — вполне аддитивная функция 

кножеств плоскости ху, определённая для всех борелевских 
нножеств этой плоскости, причём значение функции v 

MA всей плоскости ху не превосходит Qn. 

4%
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Тогда существует бесконечная выпуклая поверхность, 
однозначно проектирующаяся на плоскость ху такая, 
что внешняя кривизна любого борелевского множества М 
на поверхности равна значению функции % для проекции 
этого множества на плоскость ху. 

С помощью этой теоремы может быть доказана 
Теорема 2. //Лусть М — любое множество плоскости ху 

меры нуль и М — любое ограниченное множество, содер- 
жащее М. 

Тогда имеется такая существенно выпуклая шапочка Е, 
основание которой лежит в плоскости ху и покрывает 

множество М, что удельная внешняя кривизна в каждой 
точке Х шапочки, проекция которой (т. е. точки Х) на 
плоскость ху принадлежит М, равна бесконечности, 
ав остальных точках больше нуля. 

Ввиду того что при доказательстве теоремы 2 теорема 1 не 
используется в полном объёме, мы ограничимся доказатель- 
ством следующей теоремы. 

Теорема 3. /ГЛусть с замкнутая ломаная в полу- 
пространстве 2>0, однозначно проектирующаяся на 

плоскость ху в выпуклую ломаную с, ограничивающую 
выпуклый многоугольник @. Пусть, далее, в многоуголь- 

нике С заданы точки А; (1=12,...,п) и каждой 

точке А; поставлено в соответствие число ®;, причём 
w, fog... +o, 2. 

Тогда существует выпуклый многогранник с границей с, 
однозначно проектирующийся на плоскость ху, с верши- 

нами, проектирующимися в точки А!,..., А’ и внешними 
кривизнами в этих вершинах ®,..., ®, соответственно 
(черт. 15). 

Доказательство. Проведём через точки Д,, ..., Ав 
прямые 2, ..., &„, параллельные оси 2. 

Рассмотрим теперь все выпуклые многогранники с грани- 
цей с, обращённые выпуклостью в сторону 2>0, с верши- 
нами на прямых #.,..., @„ и внешними кривизнами в этих 
вершинах не больше %/, ..., ®, соответственно. Совокупность 
таких многогранников обозначим Т. В том, что Т не пусто, 
можно убедиться, рассмотрев область, ограниченную ломаной с
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на выпуклой оболочке ломаной с и отрицательной полуоси 2. 
Эта область представляет собой многогранник с границей с 

без вершин. 
Многогранники Р из Т ограничены в совокупности. 

В самом деле, все они расположены над плоскостью ху внутри 
цилиндрической поверхности и 

7 с образующими, парал- Я - ‚92 
лельными оси 2, проведённой __ 442 
через ломаную с. Проведём 
плоскость © над ломаной с, 

параллельную плоскости ху. 
Пусть 1—выпуклый много- 
угольник, по которому эта 
плоскость пересекает много- 
гранник Р, и А — наиболее 
удалённая от плоскости & 
вершина многогранника Р. 
Внешняя кривизна в вер- 
шине многогранного угла, 
проектирующего многоуголь- . 
ник *] из точки А, не больше Черт. 15. 
внешней кривизны много- 
гранника Р, а последняя в свою очередь не больше 
и... о, 2п. Вместе с тем, если вершина А доста- 
точно удалена от плоскости а, внешняя кривизна многогран- 
ного угла, проектирующего +, будет сколь угодно близка 
к 2т. Таким образом, вершина А не может быть как угодно 
далеко от плоскости а, и следовательно, многогранники из 
Г ограничены в совокупности. 

Отнесём каждому многограннику Р из Т число 5 (Р), равное 
сумме расстояний от плоскости ху всех точек многогранника, 
лежащих на прямых #,...,2,„, даже если некоторые из 
них не являются вершинами. 

Среди многогранников Р из Т существует многогранник Ру, 
для которого число $ (Р) имеет наибольшее значение. Покажем, 
что Ру и есть тот многогранник, существование которого 
утверждается теоремой. Действительно, многогранник Ру имеет 
границей ломаную с, его вершины лежат на прямых 2% и, 

   | 
\4, 

  

  

  

следовательно, проектируются в заданные точки А;, кривизна
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в каждой вершине, лежащей на прямой 2;, не больше оу. 
Покажем, что она равна ‹.. 

Допустим, что в вершине А, многогранника Ру, лежащей 
на прямой 2), внешняя кривизна меньше ®,. Сместим эту 
вершину вверх по прямой 2, на малое расстояние 65. При 
этом внешние кривизны во всех вершинах, кроме А», не уве- 
личиваются. И если взять 6 достаточно малым, то внешняя 
кривизна в вершине ДА, хотя и увеличится, но всё же оста- 
нется меньше в’. A так как при смещении вершины А, 
вверх $ (Р) увеличивается, то для Ру максимум 5(Р) не дости- 
гается. Мы пришли к противоречию. 

Теорема доказана. 
Доказательство теоремы 2. Не ограничивая 

общности, можно считать, что множество М заключено внутри 
квадрата с., ограниченного прямыми х =0, х=а, у==0, 
у = а. 

Построим последовательность открытых множеств Су, 
удовлетворяющих следующим условиям: 

1) @, — квадрат с, без границы; 

2) Gyo Gy _ 43 
. 2 

3) мера (площадь) С» не больше че; 

4) множество М содержится в каждом Ох. 
Разобьём теперь квадрат с, на маленькие квадраты со сто- 

а 
ронами 6, == 5 прямыми, параллельными сторонам квадрата с1. 

Совокупность всех квадратов этого разбиения обозначим Тр. 
Отнесём каждой точке плоскости ху, являющейся центром 

квадрата из Т,, число 2-2", если этот квадрат содержится 
в Сь, но не содержится в Су.:. Легко проверить, что сумма 
всех чисел, отнесённых центрам квадратов из 7,, не прево- 
сходит единицы и, следовательно, меньше 2. 

Пусть с›—- произвольная выпуклая замкнутая ломаная 
в плоскости ху, содержащая внутри себя квадрат с;. Co- 
гласно теореме 3 существует выпуклый многогранник Р„ 
с границей сь, вершины которого проектируются на плос- 
кость ху в центры квадратов 7, и имеют внешние кри- 
визны, равные числам, которые отнесены центрам квадратов. 

Рассмотрим теперь последовательность многогранников 
Py, Pg, ..., P,. Так как многогранники Р,„ ограничены



§ 4] MOCTPOEHHE ВЫПУКЛ. ПОВЕРХН. С ДАННОЙ ВНЕШН. КРИВИЗН. 55 

в совокупности, то из последовательности Р„ можно выбрать 
сходящуюся подпоследовательность. Не ограничивая общности, 
можно считать, что сама последовательность Р,„ сходится. 
Пусть Р-— выпуклая поверхность, являющаяся пределом 
последовательности Р„. 

Покажем, что удельная внешняя кривизна поверхности Р 
в каждой точке Х, которая на плоскость ху проектируется 
в точку множества М, равна бесконечности. 

Пусть С — произвольная область на поверхности Р, рас- 
положенная в достаточно малой окрестности Н точки X, 
проекция которой на плоскость ху принадлежит множеству М. 

Обозначим через @ проекцию области @ на плоскость ху. 

Пусть © — замкнутое множество в @ с площадью, не мень- 

шей половины площади С, и А — замкнутое множество на Р, 

которое проектируется в Ю. При достаточно большом п замк- 

нутое множество (Л, состоящее из квадратов, принадле- 
жащих 7, и пересекающихся с Ю, содержится внутри G. 
Пусть О„— замкнутое множество на многограннике Р‚„, про- 

ектирующееся в множество О. 
Так как О, —>Ю при п > со и В — замкнутое множество, 

то сферическое изображение И„ попадает при достаточно 
большом п в любую достаточно малую окрестность сфери- 
ческого изображения множества КЮ. Отсюда следует, что 

lim w(U,) <(R) < (00. (1) 
n> oo 

Оценим o(U,,). Ecau okpecruocts H touku X достаточно 

мала, область @ будет принадлежать открытому множеству Ох 
с достаточно большим номером и. Писло ‚квадратов из Ти, 

содержащихся в (и, не меньше 5S (@) =. Так как они 

покрывают болыше половины площади С. Так как над цент- 
ром каждого квадрата расположена вершина многогранника Р„ 
с кривизной не меньше 2*`?", то внешняя кривизна 

© (Un) > aa (G) 2.
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Далее, $ (@) < 555 a8: 

образуемый опорными плоскостями Р в точках, принадлежа- 

$ (@), где 9$, — наибольший угол, 

щих Н, с плоскостью ху. Поэтому 
05 $ 

е (0,) > sag? S (G) 2,   

откуда 

fim © (U,) > 559$ (0) 2%. (2) 
п > co 

Из неравенств (1) и (2) следует: 

wo (G) с0$ 95 
$(а)> oe 2k, (3) 

— 

Если область С стягивается к точке Х, то её проекция G 
в конце концов попадает внутрь ‘области Ох с любым 
номером №, откуда следует, что 

» (G) 
$ (9) 

Из неравенства (3) следует также, что удельная кривизна 
в произвольной точке Х поверхности Р положительна в том 
смысле, что 

  ->со при @-%С. 

Ни © (@) 
ах 5 (@) 

По теореме 2 $ | настоящей главы отсюда следует, что 
шапочка Р — существенно выпуклая. 

Теорема доказана полностью. 

> 0. 

$ 5. О верхней и нижней кривизнах 
выпуклых поверхностей 

Для гладких точек выпуклой поверхности мы введём по- 
нятие верхней и нижней кривизн следующим образом. 

Пусть ГР — выпуклая поверхность и АХ, — её гладкая 
точка, А— произвольная точка поверхности Р, АЙ (Х) — рас- 
стояние точки Х от касательной плоскости я к поверхности 
в точке Ау, 4(Х) — расстояние проекции точки Х на пло- 
скость @ от точки Ау. Тогда под верхней (соответственно 
нижней) кривизной поверхности Р в точке Ху мы будем
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понимать верхний (соответственно нижний) предел’ отноше- 

2h (X) 

d*(X)’ 
Приведём несколько очевидных свойств верхней и ниж- 

ней кривизн. 

1. Пусть выпуклые поверхности Р, и Р. имеют общую 
точку Ху и общую касательную плоскость в этой 
точке. 

Тогда, если достаточно малая окрестность точки Ху на 
поверхности Р, лежит внутри поверхности Ро, то в Ху верх- 
няя и нижняя кривизны поверхности Р, не меньше соответ- 
ствующих кривизн поверхности Ра. 

2. Если Ау — точка на регулярной выпуклой поверхности, 
то верхняя (нижняя) кривизна в точке Ху совпадает с наи- 
большей (соответственно наименьшей) кривизной нормальных 
сечений в этой точке. В частности, верхняя и нижняя кри- 

] 
визны в каждой точке сферы радиуса Ю равны у 

3. Если в гладкой точке Ху выпуклой поверхности Ё 
нижняя кривизна положительна, то существует сфера, ка- 
сающаяся поверхности Р в точке Xp, причём достаточно 
малая окрестность точки Ху на Р находится внутри сферы. 
Если же в точке Ху верхняя кривизна ограничена, то суще- 
ствует сфера, касающаяся поверхности Р в точке Ху, при- 
чём достаточно малая окрестность точки Ау на сфере на- 
ходится внутри поверхности Р. 

4. В соответствующих точках двух выпуклых поверх- 
ностей, полученных афинным преобразованием одна из другой, 
верхние (соответственно нижние) кривизны одновременно или 
конечны, или бесконечны, или равны нулю. 

Это свойство вытекает из свойств 2 и 3. 
5. Пусть F, wu Е. —две выпуклые поверхности, одно- 

значно проектирующиеся на плоскость ху и обращённые 
выпуклостью в одну сторону, например в сторону отрица- 
тельных 2. Пусть 2==2, (хм, у) и 2=2.(х, у) — уравнения 
этих поверхностей. Тогда уравнение г = 2 (x, y) = 2, (x,y) + 
+ 2, (X, y) задаёт выпуклую поверхность Р, обладающую 
следующими свойствами. 

В гладкой точке (х, у, 2) поверхности Р нижняя кри- 
визна положительна, если она положительна хотя бы в одной 

НИЯ когда X —> Xp.
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из двух точек (х, у, 2.) поверхности ЕР; или (х, у, 2о) по- 
верхности Fo. 

В гладкой точке (х, у, 2) поверхности ЁР верхняя кри- 
визна бесконечна, если она бесконечна хотя бы в одной из 

двух точек (х, у, 2.) поверхности ЁР, или (х, у, 25) поверх- 
ности Ро. 

Для доказательства этого утверждения заметим, что оно 
очевидно, если плоскость ху является касательной к поверх- 

ностям Р; и РЬ в точках (х, у, 2.) и (х, у, 24) соответственно. 
Рассмотрим общий случай. Пусть’ 2==((х, у) и 

2==6.(х, у) — уравнения касательных плоскостей к поверх- 

ностям Ру и Рьв точках (х, У, 21) и (х, у, 2.) соответственно. 

Для поверхностей Fy, Fo, Е’, задаваемых уравнениями 
—21— (1, 2 = 2,—6,, z= 2, + 2, — 6, — 65, согласно пре- 

дыдущему замечанию свойство 5 имеет место. А так как 

поверхности В, Fo, F’ получены очевидными афинными пре- 
образованиями u3 F,, Fy u F, TO оно должно иметь место 

И ДЛЯ В, Fo, Е’. 

Нижеследующие две теоремы устанавливают некоторую 
связь между удельной внешней кривизной поверхности и её 
верхней и нижней кривизнами. 

Теорема 1. Если в гладкой точке Ху выпуклой по- 
верхности Е нижняя кривизна положительна, а удельная 
внешняя кривизна ограничена, то верхняя кривизна 
в точке Ху тоже ограничена. 

Теорема 2. Если поверхность Е — существенно выпу- 
клая и в гладкой точке Ху имеет бесконечную удельную 
внешнюю кривизну, то верхняя кривизна в этой точке 
бесконечна. 

Доказательство теоремы 1. Проведём касатель- 
ную плоскость а к поверхности в точке Ху и обозначим 
через #(Х) расстояние произвольной точки Х поверхности Р 
от плоскости а, через &(Х) — расстояние её проекции на 
плоскость & от точки Xp. 

Допустим, что теорема неверна. Тогда существует после- 
довательность точек Ху, сходящаяся к Ху, такая, что 

h (Xx) 
a? (Xx) —_ со, когда А —> CO. Ак =
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Покажем, что в таком случае существует последовательность 
областей на поверхности Р, сходящихся к точке Ху, удель- 
ные внешние кривизны которых неограниченно растут. Для 
этого от поверхности Р отрежем шапочку ЕР; плоскостью, 
параллельной плоскости « и проходящей через точку Ху. 
Оценим удельную внешнюю кривизну шапочки Ру. 

Так как нижняя кривизна поверхности Р в точке Ху 
положительна, то существует положительная постоянная с; 
такая, что для всех точек Х, достаточно близких к Xo, 

имеем с; < 00 s ‚ и, следовательно, 4(Х) < у" (A) 

Построим конус К, проектирующий основание шапочки F,, 
из точки Хо. Внешняя кривизна конуса К меньше внешней 
кривизны шапочки. 

Опишем около конуса А’ трёхгранный угол следующим обра- 
зом. Первую грань проведём через образующую конуса ХХ». 
Две другие грани угла проведём касательно к конусу Ки 
так, чтобы их следы на плоскости основания шапочки F, 
были перпендикулярны к следу первой грани. 

Внешняя кривизна трёхгранного угла меньше, чем кривизна 
конуса К, и, следовательно, меньше внешней кривизны 
шапочки Ру. 

Оценим кривизну трёхгранного угла. 
Пусть У,„— точка основания шапочки Р;, лежащая во 

второй грани трёхгранного угла, й, — высота шапочки. Тогда 
| hy 

Cy < (т) . Отсюда 

—— hy 

V ety < а < 92 

где ф. — угол, образуемый второй гранью трёхгранного угла 

и плоскостью и. Аналогично для угла ®., образуемого третьей 
гранью и плоскостью а, имеем 

V chy, < tg og. 

И, наконец, для угла ©,, O6pa3syemoro nepBoh rpaHbio 
трёхгранного угла и плоскостью а, получим: 

Ули» <.
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Принимая во внимание малость углов $., ©., Фу, можно 
считать: 

я>2У №, — Pat Gy >4 Veqhy. 
Сферическое изображение трёхгранного угла есть сфери- 

ческий треугольник с основанием Ф.--ф; и высотой $. 
Площадь этого треугольника не меньше 

1 —— 

> $! (фа-Е 98) >> 4йь У са. 

Если высота й, шапочки Ру достаточно мала, то её 
площадь мало отличается от площади её основания. Во вся- 
ком случае, она не больше удвоенной площади основания. 
А так как для всех точек Х поверхности Р, принадлежащих 
основанию шапочки с высотой Ах, 

a(xy<y “ 
то площадь основания шапочки не больше площади круга 

радиуса | и, следовательно, для площади шапочки доста- 

точно малой высоты й;, получается оценка 

S (Fy) < ane 

Внешняя кривизна ® (Ру) шапочки Ру не меньше кривизны 

трёхгранного угла и, следовательно, не меньше 4й,, Ус». 
Поэтому удельная кривизна шапочки 

© (Fx) 
Say > eV 

и неограниченно растёт при со, так как А,—>со по пред- 
положению. Мы пришли к противоречию с условием теоремы 
об ограниченности удельной внешней кривизны. 

Теорема доказана. 
Доказательство теоремы 2. Допустим, что 

теорема неверна. Тогда, сохраняя предыдущие обозначения 
для всех Х из достаточно малой окрестности точки Ху на Л, 
будем иметь 

й (Х) 
4? (Х) < бо, 

где со — некоторая постоянная,
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Построим сферу, касающуюся поверхности РГ в точке Ху, 
расположенную по ту же сторону касательной плоскости a, 
что и поверхность Р, такую, чтобы некоторая окрестность 
точки Ху.на поверхности была вне сферы. Это возможно, 
так как по предположению верхняя кривизна поверхности Р 
в точке Ху конечна. 

Возьмём на внешней нормали поверхности Р в точке Ху 
точку $ и построим два конуса, проектирующих сферу и 
поверхность Р соответственно. Пусть с($) — площадь той 

части поверхности Р, которая видна из точки $; © (5) — пло- 
щадь части сферы, которую видно из $5; / ($) — площадь 
области плоскости а, которая находится внутри конуса, про- 
ектирующего сферу; ® (5$) — внешняя кривизна конуса, проек- 

тирующего поверхность; ® (5$) — внешняя кривизна конуса, 
проектирующего сферу. 

Если точка $ достаточно близка к Ху, то конус, проек- 
тирующий сферу, содержится внутри конуса, проектирую- 
щего поверхность. Поэтому 

о (5) о ($). 
Далее, 

Гр в (5) ] 
o(S) >f(S), f(S) >e's(S), Fis) Re? 

где с’— некоторая абсолютная постоянная, а А — радиус 
сферы. 

Из последних четырёх неравенств как следствие полу- 
чаем 

® ($) ] 

с ($) < с’ ЮЗ ° 

Чтобы обнаружить в этом противоречие, достаточно 
показать, что та часть поверхности Р, которая видна из 
точки $, стягивается к точке Ху, когда 5 приближается к Ху. 
Но это действительно так, ибо в противном случае на ЕР суще- 
ствовал бы прямолинейный отрезок, содержащий точку Ху, что 

невозможно, так как поверхность Р — существенно выпуклая. 
Теорема 2 доказана. 
В ходе доказательства однозначной определённости шапо- 

чек нам понадобится одна поверхность, существование кото- 
рой обеспечивает следующая



62 О КРИВИЗНЕ ВЫПУКЛЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ (ra. п 

Теорема 3. //Лусть М — любое множество меры нуль 

в плоскости хуи М — любое ограниченное множество, со- 
держащее М. 

Тогда существует выпуклая шапочка @ с основанием 

в плоскости ху, покрывающим множество М, причём 
нижняя кривизна шапочки во всех гладких точках поло- 
жительна, а верхняя кривизна в точках, проектирую- 
щихся в точки множества М, бесконечна. 

Доказательство. Согласно теореме 2 предыдущего 
параграфа существует шапочка Р с основанием в плоскости ху, 

покрывающим г-окрестность множества М, причём внешняя 
удельная кривизна её бесконечна в каждой точке, которая 
проектируется в точку множества М. 

Пусть г =] (х, у) — уравнение этой шапочки. Рассмотрим 
выпуклую поверхность, заданную равенством 

z=f(x, y)—e—e?(x?-+ y?). 

При достаточно малом е часть этой поверхности, расположен- 
ная над плоскостью ху, представляет собой выпуклую 
шапочку @, основание которой лежит в плоскости хуи 

покрывает множество М. В силу теоремы 2 и свойства о 
верхней и нижней кривизн в каждой гладкой точке шапочки @ 

нижняя кривизна положительна, а в каждой гладкой точке, 
проектирующейся в точку множества М, верхняя кривизна 
равна бесконечности. 

Теорема доказана.



ГЛАВА Ш 

ОДНОЗНАЧНАЯ ОПРЕДЕЛЕННОСТЬ 
ВЫПУКЛЫХ ШАПОЧЕК 

$ 1. Идея доказательства однозначной 

определённости выпуклых шапочек и формулировка 

вспомогательных предложений 

Решающее значение при доказательстве регулярности 
ыпуклых поверхностей с регулярной метрикой и положи- 
ельной гауссовой кривизной имеет следующая теорема об 
днозначной определённости выпуклых шапочек. 
Теорема 1. //усть Е, выпуклая шапочка с регу- 

ярной метрикой и положительной гауссовой. кривизной, 
— выпуклая шапочка, изометричная Е\. 

Тогда шапочка Р, равна шапочке Fy, 
Идея доказательства этой теоремы в общих чертах сс- 

тоит в следующем. 
Расположим обе шапочки Р; и Ро так, чтобы их осно- 

ания лежали в плоскости Ху и сами шапочки были в по- 
упространстве 2 > 0. Пусть 2, (Х) — расстояние произволь- 
ой точки Х шапочки Р, от плоскости ху и 2. (Х) — рас- 
тояние от плоскости ху соответствующей по изометрии 
очки шапочки Ро. Априори могут представиться две воз- 
ожности: 

1) 2, (Х) ==. (Х) для всех Д; 
2) 2, (Х) Е 2. (Х) для некоторых Х. 
Рассмотрим первый случай. Итак, пусть для всех Х 

1(Х) = 2 (^). 
Проведём через две произвольные точки А, и У, ша- 

очки Р, плоскость, перпендикулярную к плоскости ху. Эта
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плоскость рассекает поверхность по выпуклой кривой. От- 
резок этой кривой между АХ\ и У, обозначим через 4,. Пусть 
Yq— соответствующая кривая на шапочке Ро, соединяющая 
точки Хои У, соответствующие точкам Х; и 7',. Развернём 
проектирующий в направлении оси 2 кривую 145 цилиндр Z 
на плоскость. Так как 2,(Х)==2.(Х), то кривая 1а пере- 
ходит при этом в плоскую кривую, равную \1.. 

При развёртывании цилиндра С на плоскость простран- 
ственное расстояние между точками Хз и У. не уменьшается. 
Поэтому пространственное расстояние между точками Х и 
У. поверхности Ро не больше пространственного расстояния 
между соответствующими им по изометрии точками А| и У, 
поверхности Р.. 

Поменяв роли шапочек Р, и Ро, придём к обратному 
неравенству. Отсюда следует, что пространственное расстоя- 
ние между точками Ху и Г, равно пространственному pac- 
стоянию между точками Хз и Yo. HO это значит, что ша- 
почки Р; и Ро равны. 

Оказывается, что рассмотренный случай является един- 
ственно возможным при таком расположении шапочек Р, и 
Ро. Для того чтобы понять существо дела, предположим, 
что шапочки Р, и Ро регулярны и близки в смысле близо- 
сти второго порядка. 

Введём на шапочках координаты и, © так, чтобы соот- 
ветствующим по изометрии точкам соответствовали одинако- 
вые координаты. Пусть Г, (ий, 9) — радиус-вектор произ- 
вольной точки шапочки Р\, а Гоа(и, 9) — радиус-вектор соот- 
ветствующей по изометрии точки шапочки Ро. 

Рассмотрим две вектор-функции: 

. 1 ВИ 
r (4, 9) = 5 [7 (и, 9) -Н Ро (и, 9)] 

% (a, о) =F [r, (м, 9} + г. (и, 9)|, 

где #2 (и, 0) — зеркальное изображенне вектора Ра (и, 9) в пло- 

скости ху. Очевидно, если шапочка Fy достаточна близка 

к Ё,, векторное уравнение 

r=or(u, ©)
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задаёт некоторую выпуклую шапочку К с положительной 
гауссовой кривизной, близкую к Р-!. 

Оказывается, векторное уравнение 

r= (4, v) 

задаёт некоторую поверхность Ф с неположительной гауссо- 
вой кривизной, в чём нетрудно убедиться следующим образом. 

Пусть 2г==2(х, у) — уравнение поверхности РЁ в прямо- 
угольных декартовых координатах, 2—6 (х, у) — уравнение 

поверхности Ф. Полагая &(и, 9) = г. (и, 9) — Го (и, 9) |, 

в силу изометрии поверхностей Р; и Ро будем иметь: 

dr -dt=0, 

что эквивалентно следующей системе: 

8-Е 2 == 0, 

я + Ne Zany + 2х == 0, 

Ny 1 ZyTy = 9, 
где & т, С— компоненты вектора #(и, 9) NO OCHM x, y, 2 
(компонента по оси г у векторов # (и, 9) и ® (и, 9) одинакова). 
Исключая из этих равенств Ё и \, получим: 

2тезуу — 22тубши 1 2 yyocm = 0. (1) 

Так как гауссова кривизна поверхности ЁР положительна, то 
2 

212, — 2жу > 0, ‚а тогда, как известно, из равенства (1) 

следует Сухо, —блу < 0; но это значит, что поверхность Ф 
имеет неположительную кривизну, и, следовательно, должна 
лежать в плоскости ху, так как граница еб лежит в этой 
плоскости. 

Таким образом, компонента вектора м, (и, 9) -Р № (и, 9) 
по оси 2 равна нулю для всех и, 9. Но это значит, что 
2, (и, 9) = 2. (и, 9) для всех ц, 9. 

Доказательство теоремы 1 мы разобьём на три вспомога- 
тельных предложения, доказательство которых дано в сле- 
пдующих трёх параграфах настоящей главы. 

Лемма 1. Лусть Р, и Ро — изометричные выпуклые 
поверхности с регулярной метрикой и положительной 
зауссовой кривизной, однозначно проектирующиеся на 

5 Зак. 2666, А. В. Погорелов.
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плоскость ху, обращённые выпуклостью в сторону 2 < 0. 
Пусть, далее, г, (Х) — радиус-вектор произвольной точки Х 
поверхности F,, го (Х) — радиус-вектор соответствующей 
по изометрии точки поверхности Ро, г. (Х) и го (Х) — ком: 
поненты по оси г векторов г. (Х) и Го(Х). 

Тогда, если максимум функции 2(Х)==2г, (Х) —го(Х) 
не достигается на границе поверхности Е\, то вращением 
около оси 2, параллельным переносом и зеркальным отра- 
жением в плоскости, параллельной оси г, можно поверх- 
ности Е} и Е› расположить так, что для них в этом но- 
вом расположении будут выполняться следующие условия: 

1) в начале координат О совпадают две соответ- 
ствующие по изометрии точки Ху и Ху поверхностей 
Е: и Ро; 

2) в этой общей точке О собтветствующие по изо- 
метрии направления на поверхностях совпадают; 

3) обе поверхности расположены по одну сторону их 
общей касательной плоскости в точке О, причём эта 
плоскость не перпендикулярна к плоскости ху; 

4) для всех точек Х поверхности ЕР, имеет место не- 
равенство г, (Х)— 2. (Х) < 0, причём, если конец вектора 
г(Х) =" (К)- г. (Х) проектируется в точку полупло- 
скости х> 0 или на ось у, исключая точку О, то 2, (Х) — 
— 2,(X) <0. 

Прежде чем сформулировать лемму 2, введём одно поня- 
тие. Точку Х выпуклой поверхности Р с регулярной метри- 
кой будем называть регулярной, если существует счётное 
всюду плотное множество геодезических, проходящих через 
точку Х, такое, что радиус-вектор точки поверхности имеет 
вторую производную по дуге каждой геодезической этого 
множества в точке Х. 

Лемма 2. Пусть Е, и Р.— выпуклые поверхности, 
удовлетворяющие условиям леммы 1. 

Тогда движением эти поверхности можно расположить 
так, что в новом их расположении будут выполняться 
следующие условия: 

1) в начале координат О совпадают две соответствую- 

щие по изометрии регулярные точки Х и Х'’ поверхностей 
ВР: и Ро;
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2) плоскость ху является общей касательной плоскостью 
поверхностей Е, и Р., причём обе поверхности расположены 
с одной стороны этой плоскости; 

3) для всех точек Х поверхности Е, достаточно близ- 

ких к тоцке Х, 

|2, (Х) — 25 (Х)| > $ (Х) (>09, 

где $(Х) — расстояние между точками Х и Х на поверх- 
ности Р\. 

Лемма 3. Пусть Е, и Ро — изометричные выпуклые 
поверхности с регулярной метрикой и положительной 
гауссовой кривизной, однозначно проектирующиеся на пло- 
скость ху, обращённые выпуклостью в направлении 2 < 0. 
Пусть, далее, г, (Х)— координата 2 точки Х’  поверх- 
ности Е! и 2.(Х) — координата z соответствующей по 
изометрии точки поверхности Ро. 

Тогда, если функция 2 (Х) =2,(Х) —2(Х) равна нулю 
для точек Х границы поверхности Р\, то она равна нулю 
для всех Х. | 

Теорема 1 легко следует из леммы 3. Действительно, 
выпуклая шапочка с регулярной метрикой и положитель- 

ной гауссовой кривизной является гладкой (теорема 3 
$ 3 гл. Ш). Расположим шапочки Р; и Ро так, чтобы их 
основания находились в плоскости ху, а сами шапочки 
в полупространстве 2 > 0. Так как на границе шапочки Р) 
имеем 2(Х) = 2, (Х) — 2. (Х) == 0, то в силу леммы 3 2(Х) = 0 
для всех Х. Но отсюда следует, как показано в начале этого 
параграфа, что шапочки Р, и Ро равны. 

$ 2. Доказательство леммы 1 $ 1 

_ Не ограничивая общности, можно считать, что поверх- 
ности Р; и Рь одинаково ориентированы. В противном слу- 
чае поверхность Ру можно зеркально отобразить в плоскости, 
параллельной оси 2, и перейти к рассмотрению одинаково 
ориентированных поверхностей. 

Обозначим через 7; (Х) радиус-вектор точки Х по- 

верхности Р., г2(Х) —радиус-вектор соответствующей по 

5*
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изометрии точки поверхности Р2 — зеркального изображения 
поверхности Ро в плоскости ху. 

Рассмотрим отображение поверхности РЕ; в пространство 
с помощью вектор-функции г(Х)=г, (Х)-Н г» (Х). Образ 

поверхности РЁ, при этом отображении представляет собой 
некоторое множество точек пространства, которые мы 0бо- 
значим Г(Р,). Так как координата 2 точки Г(Х) равна 
2, (Х) —25(Х), то существует плоскость 2 ==, обладающая 
следующими свойствами: 

1) для всех точек Х границы 1 поверхности Р; 2 (Х)<Й; 
2) существуют точки Х поверхности Р,, для которых 

2 (X) >A. | 
Обозначим т —= зир2(Х) для ХсЁ,, и М, — множество 

тех точек на Р;, для которых 2(Х) = т. Пусть М, — мно- 
жество точек на Ро, соответствующее по изометрии М.. 

Построим плоскости 2 =й и 2=й., упирающиеся в Р, 
и Го, соответственно, снизу. 

Могут представиться два случая: 
1) множество /М, лежит в плоскости 2 =; 
2) есть точки, принадлежащие М!, лежащие над пло- 

скостью 2 =. 
Рассмотрим первый случай. Так как поверхность Р, суще- 

ственно выпуклая (теорема 4 $ 3 гл. П), то М, состоит 
только из одной точки Ху — точки касания плоскости 2 =, 
с поверхностью Р'. В точке Ху 42, =0 и 42 =0. Поэтому 
42. == 0. Следовательно, в соответствующей по изометрии 

точке Хо на поверхности Ро касательная плоскость тоже 
параллельна плоскости ху. Параллельным переносом и поворо- 
том около OCH 2 можно совместить поверхности ЕР; и Fy 

точками Ху и Хо и соответствующими по изометрии напра- 
влениями в этих точках. Если теперь перенести параллельно 

обе поверхности так, чтобы их общая точка Х, == Хо совпала 
с точкой О — началом координат, то для поверхностей Р, 
и № в этом новом расположении действительно будут выпол- 
нены условия 1—4. 

В рассматриваемом случае М, состоит из одной точки— 
начала координат. 

Если г(х) проектируется не в начало координат, то 
ХЕ 0, а значит, ХЕ М,, и тогда 2, (х) — 2. (х) < 0.
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Во втором случае есть точки, принадлежащие множеству |, 
лежащие над плоскостью 2 = й.. Обозначим 

с1 = ира, (Х), с, ==зир2.(Х) для Хе мМ.. 

Проведём плоскости 2 =с: и 2 == с.. По определению чисел с! 
и с. нет точек из /ЛМ., лежащих над плоскостью 2 =с., но 
так как М, — замкнутое множество, то существует замкнутое 

его подмножество /ЛМ., лежащее в плоскости 2 ==с,. Анало- 
гично, нет точек в Мо, лежащих над плоскостью 2 = со, но 
есть точки, лежащие в этой плоскости; множество этих точек 

обозначим Ма. 

Пусть Хе М,. Тогда 2, (Х)=с., 2 (X)< cy. Поэтому 
т == 5ир [г (Х) — 20 (Х)] > 61 —с5. С другой стороны, пусть 
ХА — точка М!, которой по изометрии на Ро соответствует 

точка множества Мо. Тогда 2, (Х) < с,, 2. (Х) ==сь, и, следо- 
вательно, т < с, — со. Отсюда следует, что т ==с, — Cy. Tak 

как для всех Х из М, 2, (Х) =с, а т=с, — с», то множе- 

ству М, поверхности Р, по изометрии на поверхности РЬ 
соответствует М.. 

Множество М, расположено на линии 11 пересечения пло- 
скости 2 ==с, и поверхности ЁР;. Проведём в точке Ху мно- 

жества /М!, лежащей на кривой \1,, касательную к ней пря- 

мую 2,. Плоскость, параллельная оси 2, проходящая через 
прямую #,., очевидно, является опорной для множества Му, 
и точка А,— единственная точка множества М!, лежащая 
в этой плоскости (черт. 16). 

Так как точка Ху принадлежит М,, то в этой точке 

(21 (X) — 29(X)) = 0, 
d | 

где 4S обозначает дифференцирование по дуге любой геодс- 

dz зической Ha Fy, выходящей из точки Хо. Но 2х =cos4,, 
dz Fs 7= 608 82, где %, ий, — углы, образованные соответствую- 

щими по изометрии направлениями на поверхностях ЁР\ и Р. 

в точках Ау и Ху с положительной полуосью 2.
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Плоскость 2 == с. пересекает поверхность Рь по кривой то, на 

которой лежит точка Хо. Плоскость, параллельная оси 2, про- 
?Р 

ходящая через касательную к кривой 1 в точке Ху, является 
7 

опорной для множества М5, и точка Ху — единственная точка 
множества М, лежащая в этой плоскости. 

Так как соответствующие по изометрии направления на 
поверхностях Р; и Ро образуют с положительной полуосью 2 

  

  

  
Черт. 16. 

одинаковые углы, то параллельным переносом и поворотом 
около оси, параллельной г, поверхности Е; и Ро можно сов- 

7 

местить точками Ху и Ху и соответствующими по изометрии 
направлениями в этих точках. При этом обе поверхности будут 
находиться по одну сторону их общей касательной плоскости. 

7 

После такого совмещения поверхностей точками Ху и Xp 
и соответствующими по изометрии направлениями в этих точ- 
ках перенесём параллельно обе поверхности одновременно так, 

чтобы их общая точка X, =X совпала с началом коорди- 
нат О, а затем повернём их около оси г так, чтобы прямая 2 
совпала с осью у и множество M, проектировалось в полу- 
плоскость х < 0. При этом множество Мь тоже проектируется 
в полуплоскость х < 0. И так как на ось У не проектируется 
ни одна точка множества М!, кроме Ху, которая совпадает 
с точкой О, то для поверхностей Ру и Ро в этом располо- 
жении действительно выполняются условия 1—4. 

Лемма доказана.
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$ 3. Доказательство леммы 2 $ 1 

Во-первых, покажем, что почти все точки поверхности F,, 
а также поверхности Р, — регулярные в смысле определения, 
данного в $ 1 настоящей главы. 

Ограничиваясь рассмотрением достаточно малой окрестно- 
сти @ точки Ху поверхности Р,, проведём через эту точку 

счётное всюду плотное множество геодезических 1. Пусть 

М ({) — множество всех геодезических, пз.рпендикулярных к гео- 

дезической 1. Очевидно, через каждую точку Х достаточно 
малой окрестности точки Ху проходит одна геодезическая из 

множества М (1). Вдоль каждой из этих геодезических век- 
тор-функция Г(Х) почти всюду имеет ограниченную вторую 
производную, т. е. множество тех точек геодезической, в кото- 

рых вторая производная ^(Х) по дуге не существует или 
бесконечна, имеет линейную меру нуль. Отсюда по известной 
теореме следует, что Г(Х) почти всюду (в смысле поверхно- 
стной меры) имеет конечную вторую производную по дугам 

геодезических семейства М (1). Так как множество се- 

мейств /М (1) счётно, то почти во всех точках окрестности CG 
точки Ху вектор-функция г(Х) имеет вторую производную 

по дуге геодезической любого семейства М (1), проходящей 
через точку Х. 

Доказательство для поверхности Ро аналогично. 
Рассмотрим теперь поверхности ЁР; и Ро в расположении, 

существование которого утверждается леммой 1. Пусть ®, есть 
в-окрестность точки О Ha Р; и ®. — соответствующая по 
изометрии окрестность на Fy, |1 и 1. —границы этих обла- 
стей. 

Согласно теореме 2 $ 4 гл. [ вектор г (Х) == м, (Х)-Ё re (X) 
можно представить следующим образом: 

r (X) = [%, (X) + 2 (X)] 8 (X) + 8 (4X), 

где х, (Х) — единичный касательный вектор кратчайшей, сое- 
диняющей точки О и Х на поверхности Ё:, в точке О, 

*2(Х) — единичный касательный вектор в точке О к соответ- 
ствующей по изометрии кратчайшей на Ро, $ (Х) — расстояние
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между точками Хи О на поверхности Р\, 6 (Х) — некоторый 
b (Xx) 
S(X) 

% 
Так как вектор т. (Х) является зеркальным изображением 

вектора ^.(Х) в плоскости xy, TO |, (X) ++ 5 (X)| > 8 для 
всех XX, причём 6 зависит только от угла наклона общей 
касательной плоскости поверхностей Р; и Рё в точке О 
с плоскостью ху. Отсюда следует, что проекция образа г (41) 
кривой 4!, ограничивающей з-окрестность точки О на F,, Ha 
плоскость ху лежит вне круга радиуса р. > 0 с центром 
в точке О. 

Согласно свойству 4 взаимного расположения поверх- 
ностей Р; и Ро (см. формулировку леммы 1) все точки мно- 
жества /(®,) лежат в полупространстве г < 0, причём те из 
них, которые проектируются на полуплоскость х>. 0, кроме 
точки О, лежат ниже плоскости ху, т. е. в полупространстве 

2< 0. Отсюда следует, что при достаточно малом => 0 те 
точки кривой #(1,), которые проектируются на полупло - 

CKOCTb х > — г, лежат существенно ниже плоскости ху. 

Проведём плоскость & через прямую х== —е, образую- 
щую малый угол с плоскостью ху так, чтобы начало коор- 
динат О находилось над плоскостью а, а вся кривая Г(1,)— 
под этой плоскостью. 

Определим множество № иа поверхности «, следующим 
образом. Точку Х поверхности , отнесём множеству У, 
если она сама нерегулярна или нерегулярна соответствующая 
ей по изометрии точка поверхности Ра. Это множество имеет 
меру нуль. 

Определим теперь множество М в плоскости ху. Точку Р 
плоскости Ху отнесём множеству М, если в И найдётся 
точка Х такая, что Г (Х) проектируется в Р. 

Покажем, что множество ЛМ тоже имеет меру нуль. Дей- 
ствительно, множество Ш на ®, можно покрыть малыми гео- 
дезическими кругами сколь угодно малой общей площади. 
Пусть х—один из таких кругов с радиусом р и центром @. 

пр? 
о‘ 

Очевидно, г (х) содержится в шаре радиуса 2р с центром г (©). 
Следовательно, проекция множества г (х) на плоскость ху по- 

вектор, причём — 0, когда Х—> O.   

Если р достаточно мало, то площадь с (х) круга х не меньше



$ 31 ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ 2 $ 1 73 

крывается кругом с площадью 16пр?. Так как общая площадь 
кругов х может быть сделана сколь угодно малой, то общую 
площадь кругов, покрывающих множество М, тоже можно 
сделать как угодно малой. А это значит, что множество М 
имеет меру нуль. 

Так как каждая точка Х из ®, удалена от точки О на рас- 
стояние, не превосходящее в, то множество РГ (®‚) проекти- 
руется на плоскость ху существенно внутрь круга радиуса 3е. 

Согласно теореме 3 8 5 гл. П существует выпуклая по- 
верхность 2 ==2(х, у), обращённая выпуклостью в направле- 
нии 2 > 0 и такая, что в каждой гладкой точке Х поверх- 
ности, которая отстоит от оси г на расстояние, не превосхо- 
дящее Зе, нижняя кривизна положительна, а верхняя кривизна 
в гладких точках, проектирующихся в точки множества М, 
бесконечна. Обозначим эту поверхность Р. 

Сместим поверхность Р в направлении 2 `> 0 настолько, 
чтобы она находилась над множеством Г (®,). А теперь будем 
её аффинно «прижимать» к плоскости а, разбивающей это 
множество, т. е. подвергнем её аффинной деформации, при 
которой точки поверхности приближаются к плоскости а, 
двигаясь по прямым, параллельным оси 2. При такой дефор- 
мации поверхности Г отмеченные выше свойства её нижней 
и верхней кривизн сохраняются. В некоторый момент дефор- 

мации поверхность коснётся точки Г(Х) множества Г (1), 
лежащей над плоскостью 4. 

Согласно теореме 2 65 4 гл. [ вектор-функция г (Х) для Х, 

близких к Х, допускает. следующее представление: 

r (X) =r (X) + (4 (X) + 2 (X)) 8 (X) + (X) 2 (Х), 
uA), 2% 
$(Х) 5 (Х) 

ствующие по изометрии направления в точке Х поверхности ®, 
и в соответствующей по изометрии точке поверхности в 

близки, а касательная плоскость к &! в точке Х близка к ка- 

сательной плоскости в точке О, то ®, (X) + (X) при до- 

статочной близости точки Х к О не обращается в нуль ни 

для какого Х. Отсюда следует, что точка ”^“(Х)  поверхно- 
сти ЕЁ является гладкой. 

причём —> 0, когда Х-» Х. Так как соответ-
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Далее, для Х, достаточно близких к Х, имеем 

[7 (X) —r (X) | > ys (X), 
где с, — некоторая положительная постоянная. 

я 

Пусть 1:1, По, По, п — единичные векторы внешних нор- 

малей поверхностей в, %, 92 и Р в точках rn (Х), го (Х), 

го (Х) и г(Х) соответственно. Нормали п, И и п будут 
в то же время нормалями плоских пучков векторов т; (ХУ, 

м2 (Х) и 1 (Х- "2 (Х соответственно. 

Покажем, что И.И = — поп -= 0. Действительно, пусть 7, 

И №: — два взаимно перпендикулярных вектора из пучка <, (Х), 

зи *, — соответствующие им векторы из пучка ло (Х). 
Положим: — 

А (X) =A N= (*,, “1, п), 

В (Х) = — пов = (%, % , п). 
Имеем: 

A? = | — (*,n)? — (<1 п); 

B? = 1 — (an) — (2 n)?. 
Далее, 

т -- ти = (в, <.) п=0; 

ain + tt = (т + тэ) п =0. 
Отсюда 

A? = B?, 

Покажем, что А и В отличны от нуля. Пусть А =0. 
Тогда й находится среди векторов ®, (Х). Примем его за век- 

тор т,. Тогда, так как tn tan == 0, должно быть л:==— п. 

Но тогда ®.-- 12 =0, что невозможно. Итак, АЗ = В 5-0, 

Так как А(Х) и В(Х) непрерывно зависят от Х, а при 

Х==0, очевидно, А = В, то это равенство имеет место и 
для Х, близких к О. Так как в точке г (Х) нижняя кривизна 
поверхности Р положительна, то 

(7 (X) —r(X))n = _ 
= (¥, (X) + Уз (Х)) п > с! (г (Х) — "г (Х))* > В (Х), (1) 

где 8, — положительная постоянная.
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По теореме 2 65 4 гл. 1 направления векторов У, (Х) и 
* $ у (Х) равномерно сходятся к направлению нормалей п, и И, 

у * когда Х-»Х. Поэтому (так как пй = — Поп -Е 0) при 

достаточно малом 5(Х) величины у, (Х) И и У, (Х) п сохра- 

няют знаки. Более того, они не могут быть одного знака. 
Не ограничивая общности, можно считать %,(Х) > 0, 
%(Х) в < 0. То, что в первом неравенстве надо ставить знак 
«больше», а не «больше или равно», следует из неравен- 
ства (1) и того, что величины у, (Х) п и У, (Х) й не могут 

быть одного знака. Из неравенства (1) получаем: 

у: (Х)в> В,5? (Х). (2) 

Отсюда |у, (Х) | -Е0, если $(Х) мало, но не равно нулю. 
Разложим вектор %, (Х) на сумму двух векторов следую- 

щим образом: 

¥, (X) = 12,8, (X) На (М), 

где 5, (Х) — расстояние точки Х от касательной плоскости 

к поверхности в; в точке Х. Имеем п, (Х) = ип. 8, (Х) -- 
-- в&(Х). Подставляя это выражение для п», (Х) в неравен- 
ство (2), получаем: 

8, (X) — Bis" (Х) . 

nn, -+ ney (X) 

81 (Х) 

lak как пи, -Е 0, а eye при 5 (Х)-»0, то существует 

толожительная постоянная В» такая, что 
2 

6, (X) > Bos? (X). (3) 
Так как поверхность ®, имеет ограниченную удельную 

‚нешнюю кривизну, то из неравенства (3) в силу теоремы 1 
уб гл. П следует существование постоянной В, такой, что 

6, (Х) <Вз5? (Х). 

пу, (<? (Х). 
Из этого неравенства и неравенства (1) следует 

0О< у, (Х)п< В,5? (Х). 

Отсюда
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Представим вектор У, (Х) так же, как вектор У, (Х) в виде 

суммы двух векторов: 

у. (Х) = 0385 (X) + & (X). 
2 

Тогда 

0 < — anys, (X) — nt (X) < Bis? (X). 

Отсюда 

8: (X) < Bs? (X) 

(В, — некоторая постоянная). 
Подставляя теперь в неравенство (1) у, (Х) = 118, (Х) + 

--а (^), %(Х) = п. (Х) | Ь (Х) и принимая во внимание, 

1х Ь(Х) 
5, (Х)’ &(Х) 
  что ий, = — пой 5 0, —> 0, когда $5 (Х) > 0, а 

8 (Х) 83 (X) 
(0 “ 50 

61 (Х) — 83 (X) > es? (X), (4) 

ограничены, приходим к неравенству 

где с — положительная постоянная. 
Допустим теперь, что по крайней мере одна из двух то- 

чек — точка X поверхности ®,, или точка, соответствую- 

щая Х на Wo, является нерегулярной. В этом случае на 
поверхности ГР существует последовательность точек Ух, 

сходящаяся к точке г(Х), причём 

й (Ух) 
d?(Yx) 
  — со при А-›оо, 

где #(У’,.) — расстояние точки У; от касательной плоскости 

поверхности Р в точке Г (Х), а 4(У,) — расстояние проекции 

точки Ух на эту плоскость от точки Г (Х). 

Опишем из точки Х на поверхности «, геодезическую 

окружность 7 малого радиуса з,. Из представления радиус- 

вектора г(Х) для точек Х, близких к Х, следует, что кри-
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1 — 

вая —г(1)*) при в, >0 сходится к эллипсу с центром 
1 

в точке ^(Х), лежащему в касательной плоскости к поверх- 
ности Р в этой точке. Поэтому, если провести через точку У» 
прямую 2,, перпендикулярную к касательной плоскости поверх- 

ности Р в точке г(Х), то при достаточно большом А эту 

прямую охватывает контур г (41). Если теперь уменьшать е|, 

то контур Г(1) будет стягиваться к точке г(Х) и в неко- 
торый момент пересекает прямую 2%. Отсюда следует, что 
для каждой точки У, с достаточно большим номером А суще- 

ствует точка Х» на ©,, причём Лу-Х, когда Е ->оо, и 

X,) — 1 (X)) n> h(Y;). T ге 7) (r (X;,) —r (X)) a ph(Y;). Tak kak d (Yq) 

k->0o, a |r (X;,) —r(X)|> ks (X,), rae &>0 — постоянная, 
TO 

  — 1 при 

(г(Хь)—г(Х))п 
52 (Хх) 

у * Но это невозможно, потому что и (г (Х,) —г (Х)) == ny, + Ay}, 
а пу, и пу» , как показано выше, имеют порядок не ниже $7. 

  — со при В-› со. 

Q) 

Takum образом, точка Х на поверхности @, MH COOTBeT- 
ствующая ей по изометрии точка на поверхности ®о суть 

регулярные точки. Отсюда и из неравенства (4) очевидным 
образом следует, что для поверхностей F, u Fo действи- 
тельно существует расположение, существование которого 
утверждается леммой 2. 

$ 4. Доказательство леммы 3 58 1 

Допустим, что лемма неверна. Тогда, не ограничивая 
общности, можно. считать, что максимум функции 2 (А) = 
== 2;(X) — 2. (Х) не достигается на границе поверхности РУ, 
и, следовательно, для поверхностей Р, и Р. имеет место 

  

*) =r (x) — кривая, полученная преобразованием подобия 

из г(1) относительно центра подобия г (Х) с коэффициентом подо- 

бия —. 
=1
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лемма 2 5 | настоящей главы, согласно которой движением 
поверхности Р; и Р. можно расположить так, что будут 
выполняться условия: 

1) в начале координат О совпадают две соответствую- 

щие по изометрии регулярные точки Х и А” поверхностей Р, 
и Ро; 

2) плоскость ху является общей касательной плоскостью 
поверхностей F, uv Р., причём обе поверхности расположены 
с одной стороны этой плоскости, например в полупростран- 

стве 2>0; | 
3) для всех точек Х поверхности Р., достаточно близких 

к Х, имеет место неравенство 

|2: (Х) -— 2. (Х)|> с (Х) (>90); 

для определённости будем считать, что 

2, (Х) —25 (Х)> es? (X). 

Вращением около оси 2 и зеркальным отражением в пло- 
скости, проходящей через ось 2, совместим соответствующие 
по изометрии направления на поверхностях в точке О. При 
этом, очевидно, условия 1, 2, 3 не нарушаются. 

Ограничиваясь рассмотрением г-окрестностей W, U Wy 
точки О поверхностей ЕР; и Ро, подвергнем &®, и Фо аффин- 
ному преобразованию А(^), при котором точке с коорди- 
натами х, у, 2 ставится в соответствие точка с координа- 
Tamu x’, у’, 2’ равенствами: 

x ——— 

Пусть +] — геодезическая на поверхности w,, проходящая 
через точку О, причём вектор-функция г, (Х) по дуге этой 
геодезической имеет вторую производную в точке О. Выяс- 
ним, во что переходит кривая 1(^), полученная из 17 аффин- 
ным преобразованием А()/), при ^-»>0. 

Для точек Х поверхности ®,, близких к точке О, согласно 
теореме 2 65 4 гл. [ имеем: 

1, (X) = % (X) s(X) + ez; (X) +4 (4);



$ 4] ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ 3 § 1 79 

где е, —единичный вектор, имеющий направление положи- 
тельной оси 2, а 4 (Х) — вектор, лежащий в плоскости ху, 

ty 
21 (Х) 

Если, кроме того, точка Х лежит на геодезической 1, 
то 

г: (Х) = *, (Х) 5$ (Хх) + a, (X) 87 (X), 

где а, (Х) — вектор, который при Х -> 0 сходится к xh (0). 

причём   —0, когда Х->0. 

Сопоставляя эти два выражения ona r,(X) и замечая, 
что 2, (Х)> с51(Х) (с>0), заключаем, что вектор ry (0) 

отличен от нуля и имеет направление положительной полу- 
оси 2. 

Преобразованием А (^) точка г, (Х) геодезической 1 пере- 
водится в точку 

и 2 

(AX) S(X) | 14, (0) 8° (X) ry (X, h) = Op It  (X, 0), 

SO) <N<oo, а $(Х)>0. 

Отсюда следует; что при ^-»+0 (A) переходит в пара- 
болу, уравнение которой есть 

r= ri, (0)§ + 5 г. (0). (1) 

При ^-—>0 поверхность ‹. (Л), полученная аффинным пре- 
образованием А(^) из поверхности ®!, сходится к некоторой 
выпуклой поверхности &, (0). Так как счётное всюду плот- 
ное множество плоскостей, проходящих через ось =, пересе- 
кает поверхность ®, (0) по параболам с осью 2 и верши- 
ной О, то сечение этой поверхности любой плоскостью, 

проходящей через ось 2, есть парабола с осью 2 и верши- 
ной О, откуда следует, что вектор-функция Г, (Х) имеет 
вторую производную по дуге любой геодезической на поверх- 
ности и, проходящей через точку О, в точке О. 

Таким образом, любая геодезическая 1, проходящая через 
точку О, аффинным преобразованием А(^) при А -+0 nepe- 
водится в параболу с уравнением (1).
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Если для поверхности ®, провести аналогичное рассуж- 
дение, то приходим к следующему заключению. 

Вектор-функция Г.(Х) имеет вторую производную по 
дуге любой геодезической на поверхности в, проходящей 
через точку О, в точке О. 

Поверхность (A), полученная аффинным преобразова- 
нием А (Л) из поверхности фо, при ^-—> 0 сходится к выпуклой 
поверхности о (0), сечения которой плоскостями, проходя- 
щими через ось 2, суть параболы с осью 2 и вершиной О, 
или прямые, лежащие в плоскости ху. 

Для каждой точки Х поверхности &, имеем: 

ry (X) = 4, (X) $ (Х)- а, ()(Х), 
г. (Х) == 1, (Х) 5 (Х) + ay (X) 52 (X). 

Отсюда, так как т, (Х) =. (Х), получаем: 

2: (Х) — 2. (Х) = (а, (Х) — а. (Х))е.5* (Х). 

Если точка Х неограниченно приближается к О вдоль 
некоторой геодезической 4, проходящей через точку О, то 

1 W A Иа 

a; (X) > oP sy (0), Qg (X) _> Fy lay (0), 

2, (X) — 29 (X) > cs? (A), 

где с — положительная постоянная, не зависящая от 1. По- 
этому 

e,(r, , (0) — Poy (0)) >2c>0. 

Отсюда, принимая во внимание вид уравнений парабол, по 
которым пересекают плоскости, проходящие через ось 2, 
поверхности ®, (0) и ®. (0), заключаем, что поверхность в, (0) 
находится внутри «о (0) и имеет с ней только одну общую 
точку О, в которой обе поверхности касаются плоскости ху. 

Изометрическое соответствие точек поверхностей ®, H Wg 
индуцирует некоторое соответствие точек поверхностей w, (A) 
и 9.(^). Это соответствие переходит при ^-—>0 в простое 
проектирование поверхности ®, (0) на «о(0) прямыми, парал- 
лельными оси 2. Действительно, точки поверхностей в, (^)
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и ©. (^), поставленные в соответствие, суть 

г! (Х, A) = 1 па | Ао a1) 

го (Х, ^) = me AISA) EBA) 4 tota (A)   

Если г, (Х, ^) при ^—>0 сходится к некоторой точке Р 

поверхности ®. (0), то это значит, что сходится ие. 

Но *,(Х) =. (Х). Следовательно, проекции точек г, (x А) 
и г. (Х, ^) сходятся к проекции точки Р на плоскость ху. 

| -U, fa) 

  

    
  

  
Пусть /; (^) — линия пересечения поверхности @, (A) с пло- 

скостью 2 ==1, 1 (0) — линия пересечения поверхности w, (0) 
с той же плоскостью. Пусть, далее, [4 (А) и /. (0) — соответ- 
ствующие им кривые на (A) HW Фо (0). Проведём плоскость 
2 = Й, расположенную между кривыми / 1 (0) и /. (0) (черт. 17). 

Конус K,, проектирующий поверхность , (0) 43 точки 
(0, 0, —1), касается поверхности ®, (0) вдоль кривой [; (0), 
а конус Ко, проектирующий поверхность хо (0) из точки 
(0, 0, —1), касается ®о (0) по кривой пересечения плоскости 
& —=й с поверхностью о (0). Если совместить параллель- 
ным переносом вершину конуса K, c вершиной конуса Ка, 
то Ky будет находиться существенно внутри Ка. Отсюда 

6 Зак, 2666. А, В, Погорелов.
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следует, что сферическое изображение области на поверх- 
ности 4%, (0), ограниченной кривой /; (0), содержит суще- 
ственно внутри себя сферическое изображение области на 
поверхности хо (0), ограниченной кривой 4 (0). Очевидно, 
это будет иметь место также для областей Ц, (А) и Ц. (^) 
поверхностей w,(A) H ®5(^), ограниченных кривыми /, (A) 
и (5 (А) соответственно, если Л достаточно мало. Так как при 
аффинном преобразовании параллельные плоскости переходят 
в параллельные, то сферическое изображение области Ц, 
на ®,, соответствующей G, (A) Ha ®, (^), содержит существенно 
внутри себя сферическое изображение области О.) на во, 
соответствующей С@.(^) на ®о(\), и, следовательно, внешняя 
кривизна области С; на ©, больше внешней кривизны 
области С. на ®о. Но это находится в противоречии с теоре- 
мой 153 гл. П, так как области С, и С. соответствуют по 
изометрии поверхностей Р, и Ро и поэтому должны иметь 
одинаковые внешние кривизны. 

Лемма 3 доказана.



ГЛАВА ПУ 

О КРИВИЗНЕ РЕГУЛЯРНЫХ ВЫПУКЛЫХ 
ПОВЕРХНОСТЕЙ 

$ 1. Получение внутренних оценок 
для произволных радиус-вектора точки 

регулярной выпуклой поверхности 

В пятой главе будет дано доказательство регулярности 
выпуклой поверхности с регулярной метрикой и положитель- 

ной гауссовой кривизной. Идея этого доказательства в общих 
чертах состоит в следующем. 

Согласно теореме 4 $ 3 гл. П выпуклая поверхность 
с регулярной метрикой и положительной гауссовой кривизной 
гладкая и существенно выпуклая. Пусть Р — произвольная 
точка поверхности Ф. Так как Ф существенно выпуклая по- 
верхность, то плоскостью, параллельной касательной плоскости 
в точке Р, близкой к точке Р, можно отрезать от поверх- 
ности Ф маленькую шапочку о. 

Отобразим шапочку ® топологически на единичный круг 
К (*-- у? < 1). При этом в круге будет определена регуляр- 
ная метрика, которая в некоторых криволинейных коорди- 
натах и, © задаётся квадратичной формой 

ds* == E du® 4-2F du do-- Gdv? 

— линейным элементом шапочки @, 
Пусть метрика поверхности Ф дифференцируема А раз и 

и, 9 — такие координаты на поверхности, относительно кото- 
рых коэффициенты ЕЁ, Р, С дифференцируемы А раз. Построим 
последовательность аналитических функций Е„, РЕ», С„, равно- 
мерно сходящихся к Е, Ри С соответственно с их прозвод- 
ными до А-го порядка включительно в круге К. 

6*



84 О КРИВИЗНЕ РЕГУЛЯРНЫХ ВЫПУКЛЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ [гл. IV 

Определим в круге К аналитическую метрику с помощью 
квадратичной формы 

ds, = Е, аи -- 2Е, 4и 49+ Сб, а’. 

Допустим, что окружность круга А относительно мет- 
2 

рики 045, имеет всюду положительную геодезическую кри- 
визну. Тогда, оказывается, существует аналитическая ша- 

почка ®„, реализующая метрику ds? B TOM смысле, что 
существует топологическое отображение круга К на эту ша- 
почку, переводящее координатную сеть и, 9 круга Кв коор- 
динатную сеть и, 9 на шапочке «„, относительно которой 

линейный элемент шапочки ®„ будет 45". Обозначим через 
г» (и, 9) радиус-вектор точки шапочки «„, а через Г (и, 9) — 
радиус-вектор шапочки wo. Отображение шапочки ® на ша- 
почку ®,, при котором соответствующими считаются точки 
с одинаковыми координатами и и 9, близко к изометри- 
ческому, если п достаточно велико. Действительно, длина 
произвольной кривой ‘ на шапочке «, заданной уравнениями 
и =и([), = (0, а< Е, равна 

  b 
| V Eu” +. 2Fu'v' + Gu" dt, 

a. 

а длина соответствующей кривой на шапочке ®„ равна 

  b 
Г У Би? + QF uo’ + био” Е. 
а 

Последовательность функций Г, равностепенно непре- 
рывна, так как |Г„(и--Ди, о-- Ао) —г,(и, 9)| меньше 
расстояния между точками (и--Ди, v-+Av), (u, 9) относи- 

тельно метрики 45, а это расстояние, если Аш и Ду доста- 
точны малы, 

oz V E,, Au? + 2F,, Au Av-+ G, Av? <c VY Au? + Av?, 

где с— некоторая постоянная. 
Не ограничивая общности, можно считать, что последо- 

вательность вектор-функций г, (и, 9) равномерно ограничена. 
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Так как последовательность функций Г, (и, 9) равностепенно 
непрерывна и равномерно ограничена, то можно выделить из 
неё сходящуюся подпоследовательность. Можно считать, что 
уже сама последовательность /,(и, 9) сходится к некоторой 

функции Г (и, 9). 

Сходимости функций г„(и, 9) к функции Г (и, 9) соот- 

ветствует сходимость шапочек ®„ к некоторой шапочке w 

с радиус-вектором г(и, 9). Очевидно, топологическое ото- 
бражение шапочки & на шапочку ®„, при котором ставятся 
в соответствие точки с одинаковыми координатами, при 
п —> со переходит в изометрическое отображение шапочки w 

на шапочку . 

Согласно теореме 1 81 гл. Ш шапочки хи о равны. 
Поэтому доказательство регулярности шапочки ® сводится 

к доказательству регулярности шапочки ®, т. е. к доказа- 

тельству регулярности вектор-функции Г (и, 9). 

Для того чтобы предельная функция Г(ц, 9) последова- 
тельности Г„ (и, 9) (п=1, 2,...) была т раз дифференци- 
руемой, достаточно, чтобы (т--1)-е производные функций 
г, (и, 9) были равыомерно ограничены. Оказывается, что для 
производных 5-го порядка вектор-функции г„(и, 9) могут 
быть получены оценки в круге K, x?-+- y?< 1—e (e>0) 
в зависимости только от максимума модулей функций Е», Р,, Св, 
их производных до некоторого порядка Ь зависящего от $, 
минимума гауссовой кривизны, вычисленной с помощью коэф- 

фициентов Е„, Р„, Оз и максимума Е. , 5. а-я: 

Если #(5) < Е, то, ввиду сходимости E,, F, u G, 
к Ё, Би С вместе с производными до А-го порядка, можно 
считать, что оценки для производных порядка $ функций 
г, (и, 9) в круге К, не зависят от п, откуда следует 
($—1)-кратная дифференцируемость предельной функции 

r(u, 9) и, следовательно, регулярность шапочки WO, равной о. 
Так как точка Р — вершина шапочки ® — взята произвольно, 
то вся поверхность Р регулярна. 

Пусть теперь ®« — выпуклая шапочка, расположенная 
вместе со своей границей на некоторой регулярной выпуклой
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поверхности с положительной гауссовой кривизной. Пусть 

г(и, 9) — радиус-вектор шапочки ® и 

ds? = Е аи? -- 2Р 4и до -|- В 49? 

—щ её линейный элемент. 

Получение внутренних оценок для первых производных 

функции Г (и, 9) не составляет труда, так г, -= Е, а г. == (. 
Гораздо труднее оценить вторые производные. В $$ 2, Зи 4 
настоящей главы будет получена внутренняя оценка дли нор- 
мальной кривизны шапочки ®. После этого нетрудно получить 
внутренние оценки для вторых производных функции Г (и, 9). 
В самом деле, проведём из произвольной точки Х на  reo- 

дезическую 71. Вторая производная r, по дуге этой геодези- 
ческой по абсолютной величине равна нормальной кривизне 
поверхности « в направлении геодезической 1. С другой 
стороны, 

a r2 laf 12 
Py = Гицй f- 2Fyy U' -- Fyyd +R, 

где К — некоторое выражение, абсолютную величину кото- 
рого легко оценить, так как оно содержит только первые 
производные функции Г и производные ци, ® по дуге $ геодези- 
ческой 1. Беря геодезические 1 направлений 9’ = 0, и’ =0, 
и’ =’, получаем последовательно оценки для |Гии|, |Гоь |, 
| Гих |. 

Оценки для производных третьего и последующих поряд- 
ков функции Г (и, 9) получаются из других, негеометрических 
соображений. 

Допустим, что шапочка « однозначно проектируется Ha 
плоскость Ху и её касательные плоскости образуют с пло- 

к 
скостью ху углы меньше $, < -,. 

Как известно, компоненты х (и, 9), у(и, 9), 2 (и, 9) век- 
тора (и, 9) удовлетворяют дифференциальному уравнению 
в частных производных типа Монжа — Ампера с коэффициен- 
тами, зависящими только от коэффициентов квадратичной 
формы 452 — линейного элемента шапочки w — и их производ- 
ных до второго порядка включительно. Напомним способ 
Дарбу получения этого уравнения для компоненты Д, вектора Г 
и попутно решим вопрос о принадлежности этого уравнения 
к эллиптическому типу.
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Введём на поверхности шапочки ®« полугеодезическую 
координатную сеть. Тогда линейный элемент поверхности, 
как известно, имеет вид 

ds? = du | с? 49°. 

Рассматривая x, у, = как функции переменных ц, 79, 
имеем тождество 

ах? —- ау? -- 42? = ds?. 

Отсюда 
dx? +- dy? = 45? — dr*. 

Слева в этом равенстве мы имеем линейный элемент 
плоскости. Поэтому гауссова кривизна, выраженная через 
коэффициенты квадратичной формы, стоящей справа, равна 
нулю. Это и даёт искомое уравнение для функции 2 (и, 9): 

F =r (t-+-«)— (s—8)?+7=0, (1) 
где 

—_ Cy ou a= Ce,p——"q, b=—4, 

С y= St (C2 — cp? — 92), 
ар, 4, г, $, [- общепринятые обозначения для первых и 
вторых производных функции 2 (и, 9). 

Дискриминант уравнения (1) 

A= F,F,— 7 Fy = — “tt (c2— ep? — 7) 

представляет собой произведение двух сомножителей, из коих 
С 

первый, —° есть гауссова кривизна поверхности, а второй 

является дискриминантом квадратичной формы 

45 — 4г? = ах? -| ау. 

Но отношение дискриминантов форм 4х?-- 4у? и 45$? равно 
cos?$, где $— угол, образуемый касательной плоскостью 
шапочки ® с плоскостью ху. И так как со$?9 нигде не 
обращается в нуль, то 

А>0
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для всех точек шапочки, и таким образом, уравнение (1) 
является эллиптическим. Существенно заметить, что для дис- 
криминанта А уравнения (1) может быть указана оценка снизу 
в зависимости только от минимума гауссовой кривизны ша- 
почки « и максимума углов, образуемых касательными пло- 
скостями к ней с плоскостью ху. 

В дополнении П доказана теорема для общих уравнений 
в частных производных эллиптического типа, дающая воз- 
можность получать оценки для третьих и последующих произ- 
водных решения этого уравнения, если известны оценки для 
производных второго порядка. Эта теорема в применении 
к уравнению Дарбу позволяет получить оценки последова- 
тельных производных вектор-функции Г(и, 9), начиная 
с третьих. 

$ 2. Внутренние оценки для верхней кривизны 
регулярной выпуклой шапочки вдоль её границы 

Теорема 1. Пусть wo — регулярная выпуклая шапочка, 
регулярно продолжаемая за её границу, причём геодези- 
ческая кривизна кривой, ограничивающей шапочку, суще- 
ственно положительна, а гауссова кривизна шапочки всюду 
больше ху > 0. 

Тогда для кривизны нормальных сечений шапочки вдоль 
её границы, а также для тангенса угла наклона её каса- 
тельных плоскостей к плоскости её основания может быть 
дана оценка в зависимости только от величин, определяе- 
мых внутренней геометрией шапочки. 

Более подробно, пусть ® — выпуклая шапочка, удовле- 
творяющая следующим условиям: 

1) шапочка ® пять раз дифференцируема; 
2) гауссова кривизна шапочки ® всюду больше Ку > 0; 
3) существует пять раз дифференцируемая выпуклая 

поверхность, на которой шапочка ® лежит вместе со своей 
границей, т.е шапочка ® может быть регулярно (в смысле 
пятикратной дифференцируемости) продолжена за её гра- 

HUY; 
4) геодезическая кривизна кривой, ограничивающей ша- 

почку, всюду больше ху > 0. 
Тогда для верхней кривизны в точках границы шапочки 

можно указать оценку сверху, зависящую только от сле-
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дующих величин: Ку, ж; верхней грани модулей коэффи- 
циентов квадратичной формы 45? — линейного элемента 
поверхности ® — их производных не выше третьего порядка; 
нижней грани дискриминанта формы 45? (т.е. ЕВ — F*) 
и коэффициентов Е и Ц этой формы; верхней грани 
модулей производных координат и, у на поверхности по 
дуге $ кривой yy Oo четвёртого порядка. 

В зависимости от тех же величин может быть ука- 
к 

зана оценка, меньшая >, для наибольшего угла, образуе- 

мого касательными плоскостями шапочки ® с плоскостью 
её основания. 

Доказательство. Введём в пространстве прямоуголь- 
ные декартовы координаты х, у, 2, при этом примем пло- 
скость основания шапочки х за плоскость ху, а положитель- 
ную полуось г направим так, чтобы шапочка ® находилась 
в полупространстве 2 >> 0. 

Для того чтобы получить оценки для верхней кривизны 
шапочки ®, достаточно оценить должным образом первые и 
вторые производные функции 2(и, 9). Действительно, про- 
ведём через точку Х шапочки ® геодезическую 1. 

Нормальная кривизна поверхности в направлении 1, со- 
впадает с кривизной геодезической 1;. Поэтому достаточно 

найти последнюю. 
Проведём через геодезическую 1, цилиндрическую поверх- 

ность Ф с образующими, параллельными оси 2. Легко найти 
геодезическую кривизну кривой YY, на этой поверхности. 
В самом деле, обозначая: через а угол, образуемый касатель- 
HOH K 1, С ПЛОСКОСТЬЮ Ху, будем иметь 

dz 42г 
— = “По, ds? = % a ds COS @, 

где х — геодезическая кривизна кривой 41, а дифференциро- 
вание выполнено по дуге её $. Между геодезической кри- 
визной и обычной кривизной Е; ‘кривой 1, существует из- 
вестное соотношение 

x == Ry, sin $, 

де 3$ — угол, образуемый главной нормалью 1], (в данном слу- 
ае это — нормаль поверхности «) с нормалью поверхности Ф.
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Отсюда находим выражение для нормальной кривизны в форме 

ho = 1 42: 

1% cosasin® @52° 

Так как соза 51% ==с0$$, где ф— угол, образуемый каса- 
тельной плоскостью шапочки с плоскостью её основания, то 

ae 
ds* cosy” 

  

Ry, == 

Отсюда следует, что для получения оценки нормальной 
кривизны Rk, достаточно получить оценку для первых и вто- 

  1 рых производных функции 2 и оценку для созф › ЧТО В КО- 

нечном счёте сводится к получению надлежащих оценок для 
первых производных 2, и &.. 

Введём на поверхности шапочки .полугеодезическую коор- 
динатную сеть и, 9 следующим образом. За линию иц==0 
примем границу { шапочки ®, за координатные линии семей- 
ства и примем геодезические, перпендикулярные к 1, за семей- 
ство линий 9—их ортогональные траектории. В качестве 
параметров и и ч примем дугу вдоль линии 1 и дугу вдоль 
линий семейства и. При таком выборе координат и, 9 линей- 
НЫЙ элемент шапочки « есть 

ds? = du? + c? dy, 

а уравнение Дарбу для функции 2(u, Vv) 

P=r(t-+ а) — ($ — В) Р1=0, (1) 
где 

— Cy __ Cu a= сс,р—- 49, B=-*q, 

— Сич („9 272 Ее (2 — ср" — 9). 

Оценим первые и вторые производные функции 2. 
Во-первых, заметим, что существует число цу, зависящее 

только от метрики шапочки и геодезической кривизны гра- 
ничной кривой 1, такое, что для всех точек шапочки ®, для 
которых и < ky 

[р] < и 19|1<2.
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Действительно, | р | = 1$, где $ — угол, образуемый ка- 
сательной к геодезической семейства ц с плоскостью ху. Этот 

угол всегда меньше так как все касательные плоскости 
к 

9 ’ 

шапочки « образуют с плоскостью ху углы, меньшие = 

Далее, Igi)=sing +, где х — угол, образуемый касательной 

к линии семейства ©, а с соответствует линейному элементу 

45? = ди? -|- с? 49°. 

Так как с на линии 1 равно единице, то можно указать та- 

кое число цу, что если и< и, то >. При этом, оче- 
BULHO, |g| < 2. 

Введём на плоскости прямоугольные декартовы коорди- 
наты и, 9 и обозначим через С бесконечную полосу, огра- 
ниченную осью и =0 и прямой и = ц. Определим теперь 
в полосе @ функцию 8 (и, 9) условиями: 

1) функция &(и, 9) периодическая по ® с периодом /, 
где /— длина кривой 1; 

2) для ОХи<щи0< ус [ положим С (и, 9) =4. 
Построенная функция & равна 0 на оси и, а на прямой 

ц = щ0 имеем |(|<2. 
Рассмотрим поверхность Ф, заданную уравнением & == 

—6 (и, 9) в полосе О и ц,. Проведём через прямую и=0 
плоскость с, образующую с плоскостью и, 9 наименьший 
угол так, чтобы поверхность Ф была расположена под этой 
плоскостью. Относительно этой плоскости с могут быть два 
предположения: либо она упирается в край поверхности Ф, 
который проектируется на прямую и = и, либо она касается 
поверхности Ф в некоторой точке. В первом случае при и=0 

2 2 
(из; и, следовательно, $ < „- вдоль границы шапочки о. 

0 
Рассмотрим второй случай. Дифференцируя уравнение (1) 

по 9, получим: | 

Чи (Е-- a) —24w (s ~~ В) + ЧъоГ ray 2(s— В) B, + To =0. (2) 

В точке касания плоскости с с поверхностью Ф имеем 4,=#=0. 
Поэтому в этой точке © > 0, так как дискриминант уравне- 

ия (1 

О A= (+a) r—(s— 8 > 0.
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Это даёт право выразить г в точке касания из уравнения (1): 

$— 86). pe SB 
a 

Обращаясь теперь к уравнению (2), мы видим, что в точке 
касания плоскости с с поверхностью Ф первые три слагае- 
мых дают неположительное число. Действительно, форма 

2 (t+ a) 21$ —Э-Е 9’ 
положительно определённая, так как г>0и А>О0. Далее, 
форма 

dun + 29 и ~ Чо 

не принимает положительных значений, так как поверхность Ф 
лежит под плоскостью в. Отсюда следует, что 

Van (¢-+- a) a 29 ww (s — В) + ЧуьГ < 0. 

Сумму остальных слагаемых уравнения (2) можно записать 

в виде 

5%еси + Оз (5) 
a 9 

где Og(s)— многочлен второй степени относительно $ с коэф- 
фициентами, модули которых без труда оцениваются сверху 
через верхнюю грань модуля функции с(и, 9) и её произ- 
водных до третьего порядка. 

Так как < >0, с >, ас, <«—ж*), то при $, большем 

некоторого числа 5,, определяемого только внутренней ме- 
трикой поверхности и геодезической кривизной кривой 1, 
сумма остальных членов уравнения (2) отрицательна. Число $0 
и есть тот предел, которого производная $ в точке касания 
не может превзойти. Но значения производной д„==$ вдоль 

и ==0 во всяком случае не больше, чем её значение в точке 
касания. Поэтому число 5$, служит верхним пределом произ- 

*) с, при 9 = соп${. есть монотонно убывающая функция и, 
С 

так как величина — -® есть гауссова кривизна поверхности и 

следовательно, больше нуля. При и =0 с, = — х, где х — геодези- 
ческая кривизна кривой т.
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водной 5$ вдоль кривой 1. Очевидно, оценкой для $ снизу 
является — 5%. 

Оценку производной г на границе шапочки легко полу- 
чить, если известен нижний предел |р| вдоль этой границы. 
Но его нетрудно получить из геометрических соображений. 

Кривая \{ в плоскости ху ограничивает некоторую область w, 
Так как геодезическая кривизна кривой 1 на поверхности 
шапочки везде 2х, то её обычная 
кривизна тоже > ж*). 

Покажем, что в область ® можно 

поместить круг ®, радиус которого за- 
висит только от ху и длины кривой {. 

Для этого проведём диаметр области w. 
Возьмём на нём две‘ точки А и В, 
близкие к его концам (черт. 18). Черт. 18. 
Построим теперь луночку из дуг ок- 

  

ружностей радиуса « С концами в точках А и В. Эта 

луночка расположена целиком внутри ®. Действительно, 
если радиус дуг окружностей достаточно велик, лу- 

ночка, очевидно, находится внутри ®. Будем непрерывно 
уменьшать радиус дуг окружностей. Луночка при этом 

увеличивается, но не выходит за пределы в, пока радиус дуг 
| 1 

окружности остаётся больше о Так как дуга окружности 

радиуса больше + не может коснуться кривой 1, кривизна 

которой не меньше ух’. Очевидно, внутри луночки можно 

построить круг о радиуса не меньше р, причём ру зависит 

только от ху и диаметра области «. И так как диаметр об- 

ласти ® не меньше -, где /— длина кривой 1, то можно 

считать, что ру зависит только от *ж и длины Г кривой 1. 

*) Обычная кривизна кривой связана с её геодезической кри- 
визной равенством # со $ = А,, где $ — угол между соприкасаю- 
щейся плоскостью кривой (в данном случае плоскостью основания 
шапочки) и касательной плоскостью к поверхности.
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Проведём теперь от центра круга « полупрямую =, пер- 
пендикулярную к плоскости основания шапочки ®, в сторону, 
противоположную той, куда обращена выпуклость шапочки. 
Построим сферу ®@ достаточно далеко от шапочки с цент- 
ром на полупрямой г и кривизной меньшей, чем наименьшая 

кривизна шапочки ®«. Удалим из области ® круг ®. Остав- 

шаяся часть области « и шапочка ® образуют некоторую 
~d 

поверхность Ф, край которой является окружностью круга o. 

Будем теперь смещать сферу ® вдоль полупрямой & в на- 
правлении поверхности Ф. В некоторый момент сфера 9 либо 

упрётся в край поверхности Ф, т. е. окружность круга ®, 
либо в шапочку ®. Вторая возможность исключается, так как 
кривизна сферы @ меньше наименьшей кривизны шапочки. 

Пусть А — расстояние, на которое выступает эта сфера 

в положении, когда она упирается в окружность круга . 
Построим конус, основанием которого служит основание 
шапочки «, а вершиной — точка, лежащая внутри шапочки, 
удалённая от плоскости основания шапочки на й, проекти- 

рующаяся в центр круга ®. 
Этот конус лежит внутри шапочки. Поэтому его каса- 

тельные плоскости вдоль 1 образуют с плоскостью основания 
углы, большие, чем углы, образуемые касательными плоско- 
стями шапочки. Это даёт возможность взять в качестве ниж- 

h 

и"+ 
кривой ¥. 

Переходим к оценке производной г. Вдоль кривой 1 имеем 
2—0, 4=0, 8 <|р|<1. Из уравнения (1) получаем вдоль 
кривой {1 

‚ где /— длина   ней грани для |р| число 8 = 

— В)2 — poe SPP 1 
CC,,0 

Tak Kak ¢,<—%, |p|>6 u aaa |s| uaBecrHa BHyT- 
ренняя оценка, то оценка может быть получена и для |г 

Оценив вторые производные вдоль \, легко получить 
оценку для |р|. В самом деле, в точке Р кривой x, где до- 
стигается максимум модуля р, имеем 5 =0. Далее, в каждой 
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точке кривой *, а следовательно и в Р, имеем д ==#==0, 
р< 0. Подставляя эти значения в уравнение (1), получим: 

rec, p — ClyyP" + CC, = VY. 

Отсюда получаем оценку для |р|. Относительно этой оценки 
важно заметить, что она меньше единицы, так как при р == 
== —1 равенство, очевидно, не удовлетворяется, а |р| по 
смыслу не больше единицы, как синус угла, образуемого 
касательной плоскостью в точке границы шапочки с пло- 

скостью основания её. 

В предыдущем параграфе было показано, что вели- 

чина где ф— угол, образуемый касательной пло- 
cos? ’ 

скостью шапочки с плоскостью ху, равна отношению дискри- 
минантов форм 45? и 45? — 422. На кривой {1 это отноше- 

_ | 
У1— р? 

меньшая единицы, то тем самым для ф получена оценка, 

ние равно .А так как для |р| получена оценка, 

  

к 
меньшая 5. 

Если теперь оценить производные функции С (ци, 9) в зави- 
симости от коэффициентов Е, Еи С линейного элемента 
поверхности ® 

ds? = E du® + 2F du du-+ G dv? 

и их производных, что, очевидно, возможно, то верхняя кри- 
визна вдоль края шапочки, и углы, образуемые её касатель- 
ными плоскостями с плоскостью её основания, будут оце- 
нены в зависимости только от тех величин, которые указаны 
в формулировке теоремы. 

$ 3. Внутренние оценки для верхней кривизны 
регулярной выпуклой шапочки с регулярным краем 

Теорема 1. Если максимум верхней кривизны регуляр- 
ной выпуклой поверхности достигается во внутренней точ- 
ке поверхности, то для величины этого максимума мож- 
но получить оценку, зависящую только от минимума гаус- 
совой кривизны, максимума модулей коэффициентов ква- 
дратичной формы 45? — линейного элемента поверхности,
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их производных до четвёртого порядка и минимума ди- 
скриминанта формы 48%. 

Доказательство. Относительно точки Ху, в кото- 
рой достигается максимум верхней кривизны, могут быть 
два предположения: 

1) точка Ху — шаровая, т. е. кривизна нормальных сечений 

по всем направлениям в этой точке одинакова и равна УК(Х.), 
где А (Ху) —гауссова кривизна в точке Ху; 

2) точка Ху не является шаровой. 
В первом случае, очевидно, в качестве оценки максимума 

верхней кривизны можно взять число УК», где К, — макси- 
мум гауссовой кривизны поверхности. 

Во втором случае, так как точка Ху не шаровая, в её 
достаточно малой окрестности можно ввести координатную 
сеть ц, 9, состоящую ‘из линий кривизны. В качестве пара- 

метров и и ® примем дуги вдоль координатных линий, про- 
ходящих через точку Ху, и назовём о =0 то направление, 
по которому достигается максимум нормальной кривизны. ` 

Согласно выбору параметров и и 9 вдоль линии 9==0 
имеем 452 = 4и?, а вдоль линии и ==0 452 == 497. Поэтому 
для коэффициентов квадратичной формы 

45° —= Б аи? 2Раи 4%-{+ С 49? 

в точке Ху . 

E=G=1, Р=0, Е = 0, =0. 

Выражения для средней и гауссовой кривизны поверхно- 
сти имеют вид: 

EN+ GL 
НЯ=-5ЕВ 

__ЁМ I 9 (УЕ). ps 
К=Еб= — УЕб [= уд" с +5 ve}: 

где Си МЫ— первый и третий коэффициенты второй квадра- 
тичной формы поверхности *). 

*) Приведённые здесь формулы для средней и гауссовой кри- 
визны поверхности, а также формулы Кодацци читатель может 
найти в книге: Бляшке, Дифференциальная геометрия, ОНТИ, 
1935.
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Простой вид принимают также формулы Кодацци 

1 OL N* 
L, == Е, (2 TG) 

1 L N Nu = 0, (Е + а). 

Пусть х и х— наибольшая и, соответственно, наимень- 
шая нормальные кривизны поверхности в произвольной точке, 
близкой к Ху. Тогда из формул для средней и гауссовой 
кривизны, приведённых выше, легко следует: 

L К _ М 
== х — —=-—. 

Е’ x G 

После этого из формул Кодацци получим 

Разрешая эти равенства относительно Е, и С„, находим: 

  2Ex.,, 
—— G, == ———. (1) ПК К 

> 

Е, = 

Найдём теперь выражение кривизны К в точке Ху. 

  

Имеем: 

д ( (УЕ). 1 = 
sal VG jy 2 4 

д Е“) 1 I 2 
an ( = —= > Чи, — 7 Ци. 

VE jx, ? 4 

<) о 

  

7 Зак. 2666. А. В. Погорелов.
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Так как х достигает максимума в точке Х., то в этой 
точке х,==х, = 0, и равенства `(2) дают 

Е == Во -- how 5 
at > 

Gay = Gu fe 2 |: 
ep to 

Подставляя найденные значения Е» u G,,, B формулу для 
гауссовой кривизны К в точке Ху, получим: 

к [ето 29 ыы _) _ Жы 
—% po 2 (—*+ >.) 

    

Так как в точке Хх достигается максимум х, и точка Х 

не шаровая, то в этой точке х >A, Xun <5 %y <0. Mo- 

этому выражение в скобках неотрицательно, и, следова- 
тельно, 

2K uu KS WR (3) 

Линия v =O B TouKe Ху имеет нулевую геодезическую 
кривизну. Действительно, для геодезической кривизны изве- 

стно следующее выражение: 

1 1 Г 
—3 = 

и № 4 
(Eu? + 2Fu’v’ 4+ Go'2)? 

3 

где | 

w= ЕС — Е?, 

T= w? (a’o"” — v'u") + 

+. (Eu’ + Fv’) (Fu — =o) w+ Gyis'o! +4 6," — 

/ 4\- 1 / 1 / — (Fu’ + Gv’) [5 Е” + Е v+(F,—5 G,)o >|
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Из этого выражения для геодезической кривизны кривой 
очевидным образом следует, что линия 9 —=0 в точке Ху 
имеет нулевую геодезическую кривизну. 

Если обозначить через А максимум второй производной 
гауссовой кривизны по дуге геодезической на всей поверх- 
ности по всем геодезическим, то из неравенства (3) получим 
в точке Ху: 

2h 
х2 — К° 

Обозначая Ку и Ку максимум и соответственно минимум 
гауссовой кривизны поверхности, получаем для верхней кри- 
визны поверхности следующую оценку: 

2h 
1<VW Kt? . 

К < 
Отсюда 

Теорема доказана. 
Если поверхность замкнутая, то максимум её верхней 

кривизны, очевидно, достигается в некоторой внутренней 
точке, а поэтому не превосходит 

Vo ка 
ove? 

где Ку, Ку и ^ имеют прежние значения. 
Как следствие доказанной теоремы и теоремы 1 преды- 

дущего параграфа получается 
Теорема 2. /Густь ® — регулярная выпуклая шапочка, 

регулярно продолжаемая за её границу, причём геодези- 
ческая кривизна кривой, ограничивающей шапочку, суще- 

ственно положительна, а гауссова кривизна шапочки всюду 
больше Ку > 0. 

Тогда для кривизны нормальных сечений шапочки, 
а также для тангенса угла наклона её касательных пло- 
скостей к плоскости её основания может быть дана 
оценка в зависимости только от величин, определяемых 
внутренней геометрией шапочки. 

7*
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Более подробно, пусть ® — выпуклая шапочка, удовле- 
творяющая условиям: 

1) шапочка ® пять раз дифференцируема; 
2) гауссова кривизна шапочки ® всюду больше Ку > 0; 
3) существует пять раз дифференцируемая выпуклая 

поверхность, на которой шапочка ® лежит вместе со 
своей границей, т. е. шапочка ® может быть резулярно 
(в смысле пятикратной дифференцируемости) продолжена 
за её границу; 

4) геодезическая кривизна кривой 1, ограничивающей 
шапочку ®, всюду больше ху > 0. 

Гогда для верхней кривизны шапочки ® можно ука- 
зать оценку сверху, зависящую только от следующих вели- 
чин: Ко, хо; верхней грани модулей коэффициентов квад- 
ратичной формы 45? — линейного элемента поверхности о, 
их производных не выше четвёртого порядка; нижней грани 
дискриминанта этой формы ЕС — Е?*, коэффициентов E, G; 
верхней грани модулей производных координат 'и, 9 по 
дуге кривой 1, ограничивающей шапочку, д0 четвёртого 
порядка. 

В зависимости от тех же величин можно получить 
к 

оценку, меньшую - , для углов, образуемых касательными 

плоскостями шапочки с плоскостью её основания. 

$ 4. Оценки для верхней кривизны 
регулярной выпуклой Шапочки без предположения 

о регулярности её границы 

В предыдущем параграфе была получена оценка для внеш- 
ней кривизны регулярной выпуклой шапочки с регулярной 
границей, т. е, для такой шапочки, которая отрезается пло- 
скостью от некоторой регулярной выпуклой поверхности. 

Если не предполагать регулярность края шапочки, то вну- 
тренней оценки для верхней кривизны на всей шапочке полу- 

чить нельзя, так как вблизи края шапочки верхняя кривизна 
может быть сколь угодно большой. Тем не менее имеет место 
следующая , 

Теорема 1. ГЛусть « — регулярная выпуклая шапочка, 
гауссова кривизна которой всюду больше Ку > 0, а углы,
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образуемые её касательными плоскостями с плоскостью ег 
к 

основания, всюду меньше 4) < 5. 

Тогда для кривизны нормальных сечений шапочки 
в точке Р могут быть указаны оценки в зависимости: 
только от величин, определяемых внутренней геометрией 
шапочки, наибольшего угла, образуемого касательными 
плоскостями шапочки с плоскостью её основания и рас- 
стояния точки Р от плоскости основания шапочки. 

Более подробно: пусть ® пять раз дифференцируемая 
выпуклая шапочка с гауссовой кривизной, большей Ку > 0, 
№ — любое множество на шапочке ®, расстояние которого 
от основания шапочки йу > 0. 

Тогда для верхней кривизны шапочки ® в точках мно- 
жества № может быть указана оценка в зависимости 
только от следующих величин: высоты шапочки; наиболь- 
щего угла, образуемого касательными плоскостями шапочка 
с плоскостью её основания; минимума гауссовой кривизны Ку; 
верхней грани модулей коэффициентов квадратичной 
формы 45°; их производных до четвёртого порядка; мини- 
мума дискриминанта этой формы Е — Е? и коэффи- 
циентов E u G, 

Hokaszsate mbctTBo, PacnonooxKum wanouKy ® так, чтобы 
её основание находилось в плоскости ху, а сама шапочка 
в полупространстве 2 < 0. Пусть Х — произвольная точка 
шапочки. Проведём из точки Х произвольную геодезиче- 
скую 1 и обозначим х,(Х) нормальную кривизну поверхно- 
сти в точке Х в направлении {. 

Введём в рассмотрение функцию 

w, (X) = — 2x, (X). 
Эта функция непрерывна по Хи {, положительна во всех 

внутренних точках шапочки и обращается в нуль на её гра- 
нице. Поэтому она достигает своего максимума в некоторой 
внутренней точке Ху шапочки © для некоторой геодезиче- 
ской 4, проходящей через эту точку. 

Введём в окрестности точки Ху на поверхности шапочки 
полугеодезические координаты и, 9, приняв геодезическую Yo 

за линию 9 = 0, перпендикулярную к ней геодезическую 1, — 
за линию и = 0. За семейство линий и примем геодезические, 

`



102 0 КРИВИЗНЕ РЕГУЛЯРНЫХ ВЫПУКЛЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ [Гл. IV 

перпендикулярные к 4, а их ортогональные траектории — за 

семейство линий 9. Примем дуги геодезических 1 и Yo, OT- 
считываемые от точки Ху, в качестве параметров и, 9. 

Линейный элемент поверхности при таком выборе коор- 
динат имеет вид 

45? = аи? -- с? 49°. 

Относительно функции с(и, 9) важно заметить следую- 
щее. Вдоль линии и =0, в частности в точке Х,, 

с=1, Су = Cy == сы ==0, с, = К, 

где К —гауссова кривиэна поверхности. 
Как показано в $ 1 настоящей главы, функция г удов- 

летворяет уравнению 

r (t+ a)— (s —B)?-+7=0, (1) 
где 

v С 
а=се,р — 4, В=Ь— 9, 

{ — — Ссиир? — ut gat Cluny. 

С помощью функции W, (X) Bpeném byHKun w (X) papen- 
CTBOM 

w (X) = W; x) (X), 
где 1(Х) — геодезическая семейства и, проходящая через 

точку Х. Функция ®(Х), так же как и функция ®. (Х), 
достигает максимума в точке Ху, и эти максимумы совпа- 
дают. 

Выразим &(Х) через производные функции 2. Имеем 
(см. $ 1 настоящей главы): 

2, (Х) 
У -—— , 

( cos 

  

где $‹(Х) — угол, образуемый касательной плоскостью ша- 
почки с плоскостью её основания. Далее, как показано 
в $ 1 настоящей главы, 

2 

1 ——& = Cosy.
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Поэтому 

  

Введём, наконец, в окрестности точки Ху функцию WwW 
равенством: 

  

— 27 
& (Х) == уе 

Так как вдоль кривой и =0 с=1, с, =0, ас 0, 
TO C< 1 в окрестности точки Ху и с=1 в самой точке Ху, 

Поэтому ® (Х) < а (Х) в окрестности точки Ху, а в самой 

точке Ху имеем < (Х) = ® (Х). Отсюда следует, что в точке Ху 
функция ®(Х) достигает максимума. Оценив величину этого 
максимума, мы тем самым оценим величину максимума @W, (X), 
откуда и получим интересующую нас оценку для верхней 
кривизны поверхности, 

В точке Ху выражения о, В, 4, входящие в уравнение (1), 
имеют следующие значения; 

а=0 В=0, y=—K (1 — р? — 4?), 

Поэтому уравнение (1) в точке Ху имеет вид 

и—=Ка—р?— 4). (*) 
Далее, нормальные кривизны поверхности по направле- 

ниям {и 9 в точке Ху соответственно равны: 

X(,,) = г X(y) = 2 а’ ® У. 

Но направление и в точке Ху является направлением, 
3 котором нормальная кривизна максимальна. Поэтому 

    

Х(и) Х() == К. 

Подставляя сюда выражения для х(„) HW х(,), находим 
з точке Х: 

==К (1 — р? — 49°). (2) 

Сравнивая равенство (2) с равенством (*), заключаем, 
то $ =0 в точке Xp.
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Дифференцируя уравнение (1) по ци т, в точке Х, на- 
ходим. 

Futter (ty tou) + w= 0, (3) 

ryt-tr (ty + 4) + Y=. 

Дифференцируя, наконец, уравнение (1) по и дважды, 
получаем в точке Ху: 

Воспользуемся теперь тем обстоятельством, что функция 
%(Х) в точке Ху достигает максимума, и, следовательно, 
в этой точке 

=, =0 %<0, „< 0. 

Полагая для краткости 1 — р*—- 4" =А, имеем: 

i 
w=——erd 8, 

откуда 
1 

г —= — wh? 2-}, (**) 

Дифференцируя это равенство по и и 9, в точке Ху на- 
ходим: 

r,=—pr(rA-i +274), 

r,=— qr (tA i+te-}). 

Дифференцируя равенство (**) дважды NO и и дважды 
по 9, находим для гии И г, следующие выражения в точке Ху: 

1 

и = — А? 271 — АТ рЗт8 — АИ — АИ (ри, - аг,) + 

+ 2A~! p*r82-1 — r2z71 + 22> 2p2p; 

1 
Гу == — Wyy A? 27! — A®g?rt? — Aqirt? — Am!r ( pt, + qt,) + 

+ 2A~!g9rtz-! — rtz7! +. 2¢?rz7?,
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Умножая первое равенство на $, а второе на г, и ваме- 
чая, что ГЁ== КА, находим 

1 

= — ФА? 271 — КА-1р2/? — Кр? — 
— A~!r (pr t+ qr,t) + 2Kp®rz-1 — КАгг-1-- 2КАр?2_?; 

1 

ГГ == — Wyy KA? 2-3 — K°q? — KA —A'r (РГ -- 94/) + 

+-2Kq?rz—1 — KArz7! + 24372273. 

Складывая эти равенства почленно и замечая, что 

Е г, = — га, — и ==К.А-— Крг, 

rt+ rt, =—ra,— i, = К,А — 2K¢t, 

находим в точке Ху 
1 

— 8 2-1 — А’? 
Tuut + lof = —A 2 (Wyyt + Г) Kr + 

+ 2g%r8z-9-4 O, (27%, 271, rz7}), 
где О,(2`3,271, г2-Т) — линейное выражение относительно 
указанных величин с ограниченными коэффициентами. 

Вычисляя теперь остальные слагаемые левой части равен- 
ства (4), находим 

= 2p (rA“! 4271) (— ryt + ль) = 2К 18? -|- О, (2-3, г2-1) 
— 2 (sy—B,)® = — 2 (—gr (A! 27) + К = 

= — 2q?r?z71 4+- Og (rz7}); 

гаи, = — 2Kr? + O, (7); 
Xuu == 2Kr? — 2KA~! p®r? + O; (rz73), 

где Оз, Оз, Оз и О; — линейные выражения относительно 
указанных величин с ограниченными коэффициентами. 

Подставляя теперь найденные выражения в левую часть 
уравнения (4), получим: 

1 

— A? 2-!(w, t+ w,,r) — K+ O (272, 271, r2e7}, nr) =0. 

Первое слагаемое левой части этого равенства неположи- 
тельное, так как 2 < 0, W,, <0, W,, <0, r>O0, f> 0,
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Поэтому 

— К” --О (г, 271, 2717, r) > 0. 

Пусть М — верхняя грань модулей коэффициентов выра- 
жения О. 

Тогда тем более 

— Poe (27-2? — 2-1— rz-1+ r+ 1)>0, 

откуда следует, что в точке Ху 

М 1 r<2 у х (1(—-)- 

Но это значит, что максимум функции ®(Х), а следова- 

тельно, и функции ®, (Х)) меньше 

  

Так как — 

@, (Х) = — 2x, (X), 

то оценкой для верхней кривизны в точке Х шапочки a, 
удалённой на расстояние 2 от плоскости её края, служит 
ЧИСЛО __ 

М 2 Vy # (1 +h) 

2 COS $0 , 
  

roe A—psbicoTa шапочки, Фу — наибольший угол, который 
образуют касательные плоскости шапочки с плоскостью 
её основания, Ку — минимум гауссовой кривизны и М — по- 
стоянная, которая зависит только от верхней грани модулей 
коэффициентов квадратичной формы 45°, их производных до 
четвёртого порядка, минимума дискриминанта этой формы 
ЕС — ЕР? и коэффициентов Еи G. 

Теорема доказана.



ГЛАВА У 

О РЕГУЛЯРНОСТИ ВЫПУКЛЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 
С РЕГУЛЯРНОЙ МЕТРИКОЙ 

$ 1. Две леммы о существовании аналитической 
выпуклой шапочки, реализующей заданную 
аналитическую метрику с положительной 

гауссовой кривизной 

Лемма 1. Пусть в в-окрестности единичного круга в: 
+v?<1, задана аналитическая метрика с положи- 
льной гауссовой кривизной 

ds? = Е, 4и* -|- 2Е, аи ао -|- Ц. 49°, 

алитически зависящая от параметра х. Пусть окруж- 

сть круга в имеет относительно метрики #5. положи- 
льную геодезическую кривизну. 
Тогда, если при некотором значении параметра a = ву 

трика 45: реализуется некоторой выпуклой аналити- 
ской шапочкой в, допускающей аналитическое продол- 
enue за её границу, то и при всех достаточно близких 
®, значениях параметра ях она также реализуется не- 
торой выпуклой аналитической шапочкой ®,, аналити- 
ски продолжаемой за её границу. 
Доказательство. Допустим, что существует аналити- 

ская шапочка w,, реализующая метрику 45». Расположим 
очку w, так, чтобы её основание лежало в плоскости ху, 
сама шапочка — в полупространстве 2 > 0. Как показано 
$ 1 настоящей главы, координата 2 точки (и, 9) шапочки ®, 

— 

овлетворяет в круге ® дифференциальному уравнению



108 О РЕГУЛЯРНОСТИ ВЫПУКЛЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ [сл. 

в частных производных эллиптического типа — уравнень 

Дарбу — с нулевыми значениями на окружности круга в: 

Ф. (г, $, Ь р, @, и, 9) =0. 

При < = а уравнение Ф, =0, очевидно, имеет аналит 
ческое решение 2„,, аналитически продолжаемое за грани 

круга ®, так как существует аналитическая шапочка в, 
реализующая метрику 45“. По известной лемме С. Н. Бер! 

9 

штейна [6] (гл. УП) для значений параметра а, близких к а 
существует решение 2.(и, 9) уравнения Ф, =0, аналить 
ческое по ц, чи а, аналитически продолжаемое за границ 

круга ®, равное нулю на окружности этого круга. Пок: 
жем, что каждому такому решению 2,, если |&— | доста 
точно мало, соответствует аналитически продолжаемая з 

границу шапочка ®,, реализующая метрику 45а. 
2 

Рассмотрим квадратичную форму 4, заданную в круг 

« И достаточно малой его окрестности равенством 

do? = ds* — dz’. 

При & == &, эта форма положительно определённая и пред 
ставляет собой линейный элемент плоскости основания ша 
почки ®„, если за координаты и, х точки Р этой плоскост 
взять координаты лежащей над ней точки шапочки. Таки! 

образом, метрика са, в круге w реализуется плоской выпук 
лой областью — основанием шапочки ®„. Кривизна границе 

этой области, равная геодезической кривизне круга ®« отно 
2 . 

сительно метрики 040.„,, положительна. 
a 

Так как метрика 40а, аналитически зависит от пара. 
метра а, то геодезическая кривизна круга и?- 9? ==1 от 
носительно метрики dog pu Maso | a —a, | тоже положительна 

а форма 40 в круге « положительно определённая. Вычисля; 

гауссову кривизну с помощью коэффициентов формы doz. 
убеждаемся (см. $ 1 настоящей главы), что она с точностьк 
до множителя, отличного от нуля, совпадает с Ф, и поэтому 

а 
равна нулю. Отсюда следует, что метрика 4. при малом 
|«— ао, рассматриваемая в достаточно малой окрестности
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‹руга «, реализуется областью на плоскости ху, причём 

{ругу « соответствует выпуклая область, ограниченная ана- 
юитическим контуром с положительной кривизной. 

Пусть х.(и, 9) и у.(и, 9) — координаты точки пло- 

кости ху, соответствующие точке (и, 9) круга ® при изо- 

етрическом отображении этого круга с метрикой 40. в пло- 
кость ху. Аналитическая поверхность, заданная уравнениями 

х=х. (и, 9), у=у, (и, 9), 2=—2, (4, 9), 
3 

‘меет 45. своим линейным элементом, так как 
3 3 2 2 а 2 

dx,+dy.+t 42а == 4. -- 42а = ds, 

представляет собой аналитическую выпуклую шапочку вх, 
уществование которой утверждается леммой 1. 

Лемма 2. Пусть в е-окрестности круга в: и? 
- 92 =1, задана аналитическая метрика с положитель- 
ой гауссовой кривизной 

2 ds, = E, du®4+- 2F, du dv G, dv?, 

налитически зависящая от параметра a (a@)<a<4)). 

[усть окружность круга ® имеет относительно мет- 
2 ики 45 положительную зеодезаческую кривизну для 

eX а из указанного отрезка. 
Тогда, если при «==, Метрика 452 реализуется неко- 

орой выпуклой аналитической шапочкой в„, допускающей 
чалитическое продолжение за её границу, то при а= о: 
а также реализуется некоторой выпуклой аналитической 
апочкой, аналитически продолжаемой за её границу. 
Доказательство. Обозначим через а’ точную верх- 

ою грань чисел а, удовлетворяющих следующему условию, 

пя каждого я (и аа’) метрика 45, реализуется неко- 
рой аналитической шапочкой, аналитически продолжаемой 
‚ е границу. В силу леммы 1 в, < а’. Покажем, что a! = a,. 
Пусть В., В», ..., Ви, ... -— последовательность чисел из 

‘тервала (%, ©’), сходящаяся к а’. Каждому значению Ву 
ютветствует аналитическая шапочка ®;, реализующая мет- 

2 
ку 458,. Обозначим через 7, (u, 9) радиус-вектор точки 

апочки ®,, соответствующей точке (и, 9) круга ®. Не
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ограничивая общности, можно считать, что вектор-функци 
гг (и, 9) равномерно ограничены, основание каждой шапочки @ 
лежит в плоскости ху, а сами шапочки — в полупростран 
стве 2 >0. 

В $ 3 настоящей главы было показано, что для верхне 
кривизны каждой шапочки ®,, а также для угла, образуе 
мого её касательными плоскостями с плоскостью ху, могу 
быть указаны внутренние оценки. Из условий леммы следует 
что эти оценки можно считать не зависящими от А, причё 

п 
оценка для углов меньше т. С помощью оценки для верхне! 

кривизны могут быть получены оценки для производных вто 
рого порядка функций г, (и, 9). 

Возьмём теперь две оси #;, &», проходящие через начал 
координат, не лежащие в одной плоскости с осью 2 и обра 

l/r . 
зующие с ней углы, не превосходящие =(=—%), ГД 

' — максимум углов, образуемых касательными плоскостям! 
всех шапочек ®; с плоскостью ху. 

Пусть & (и, 9) и тк(и, 9) — проекции вектора Г» (и, 9 
на эти оси. Каждая из функций 2, (и, 9), &(и, 9), тк (и, 9 
удовлетворяет уравнению в частных производных втором“ 
порядка эллиптического типа — уравнению Дарбу. В сим 
теоремы 2 дополнения П для производных четвёртого порядк: 
функций 2}, & и Тк в круге и? 92 <1— а, (е, > 0) могу 
быть получены оценки, так как известны оценки для произ 
водных первых двух порядков. Принимая во внимание харак 
тер зависимости уравнений для 2), бк, Пк от В», можно ука 
зать оценки для четвёртых производных функций 2%, &», Ny 
не зависящие от А. С помощью оценок для производны: 
функций &,, nz, 2х могут быть получены оценки производ: 
ных вектор-функций 7» (и, 9). Таким образом, можно счи. 
тать, что четвёртые производные вектор-функций Гу (и, 9 
в круге и? -- 9 <1— в, равномерно (по Ё) ограничены. 

Так как последовательность вектор-функций Гк(и, 9 
равномерно ограничена и равностепенно непрерывна *), т 

*) Если М — верхняя грань коэффициентов форм ds? для аи 

отрезка [аъ а1] и (и, 0) из круга w, TO 

[ть (и, о) — ль (и, < УМ У фи" 9 
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можно выделить из неё сходящуюся подпоследователь- 
ность. Не ограничивая общности, можно считать, что сама 
последовательность Гх(и, 9) сходится к некоторой функ- 
ции r(u, Vv). Сходимости вектор-функций г»(и, 9) соот- 
ветствует сходимость шапочек ®, к некоторой выпуклой 
шапочке ® C радиус-вектором Р(и, 9), реализующей мет- 
рику 45°,. 

Из равномерной ограниченности четвёртых производных 

функций г» (и, 9) в круге и? -- 98<1— г, следует трёхкрат- 
ная дифференцируемость предельной функции Р(и, 9) в этом 

круге, а следовательно, и во всем круге «, исключая, быть 
может, его границу. 

Из трёхкратной дифференцируемости функции Г(и, 9) 
внутри круга следует трёхкратная дифференцируемость проек- 
ций 2 (и, 9), Е (и, 9), 1 (и, 9) вектора Г (и, 9) на оси 2, 8, 8. 
Так как каждая из функций & т, 2 удовлетворяет аналити- 
ческому уравнению эллиптического типа, то по известной 
теореме С. Н. Бернштейна об аналитичности решений урав- 
нений эллиптического типа ‘функции & 7, 2 — аналитические 

внутри круга ®. 
Дискриминант уравнения Дарбу для функции 2 существенно 

больше нуля во всём круге ®, так как касательные плоскости 
шапочки ® образуют с плоскостью ху углы, не превосходя- 
щие $, а гауссова кривизна шапочки существенно положи- 
тельна. 

Отсюда по одной теореме С. Н. Бернштейна [6] (гл. УП) 
следует, что функция 2 допускает аналитическое продолжение 

2 
за границу круга ®. Поэтому аналитическая метрика 4’, 
с помощью которой определяются две другие координаты 

(х и У) вектора Р(и, 9), задана не только в круге ®, но и 
в некоторой его окрестности. Отсюда следует, что функ- 
ции х(и, 9), у(и, 9) и 2(и, 9) аналитически продолжа- 

ются за границу круга ®. Таким образом, шапочка ® — ана- 
литическая, реализует метрику 45%, и аналитически про- 

 должается за границу. В силу леммы | а’ не может быть 
‹ меньше а1. 

Лемма 2 доказана.
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$ 2. Существование аналитической выпуклой шапочки, 
реализующей заданную аналитическую метрику 

Теорема 1. Лусть в в-окрестности круга в: 
и? | 9 < 1, линейным элементом 45? задана аналитиче- 
ская метрика с положительной гауссовой кривизной, причём 

окружность { круга ® имеет относительно метрики 45? 
всюду положительную геодезическую кривизну. Пусть ка- 
ждая геодезическая относительно метрики 45°, проведённая 

uz центра круга wo, встречает окружность круга в точке, 

расстояние которой вдоль этой геодезической меньше—— 
К.’ 

где К, — максимум гауссовой кривизны в круге o. ук 
Гогда существует аналитическая шапочка ow, реали- 

зующая метрику 457, заданную в круге в. 
Доказательство. Введём в круге в полярные геоде- 

зические координаты р, $ относительно метрики 452, взяв 

центр О круга ®« за полюс. Линейный элемент 458 в этих 
координатах имеет вид 

452 — 40? -|- с? (р, 9) di, 

причём с (0, $} =0, с, (0, 3) =1. 

Cop Так как гауссова кривизна К =-—-;_› ТО ВДОЛЬ каждой 

геодезической, выходящей из точки О, коэффициент с? линей- 
ного элемента 45° удовлетворяет обыкновенному дифферен- 
циальному уравнению 

y+ Ky =0 
и начальным условиям при р=0 у=0, у’=1. Если 
K,<K< Ky, TO, как известно, интегральная кривая этого 

п 
уравнения в полосе << ук заключена между инте- 

2 
гральными кривыми уравнений 

y-+Ky=0, у’-- Ку ==0 

при тех же начальных условиях (черт. 19). Отсюда следует, 
что с (о, $), будучи выпуклой функцией по р при фиксиро-
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ванном { монотонно растёт по крайней мере в интервале 

  

| О .. 
(0, ук) (см. чертёж), и следовательно, координатная сеть 

2 

р, $ может быть введена во всём круге ® и некоторой его 
окрестности. 

9 ZL 
Yrhey=6 
y' thy = 0 

у" у=0      
     р It St 

2K, УК VK, 

Черт. 19. 

Пусть р =0 (3) — уравнение окружности 1 круга ® в коор- 
динатах р, $. Покажем, что геодезическая кривизна кривой 1, 
заданной уравнением р== ар ($3), больше, чем геодезическая 
кривизна кривой *] в точках, соответствующих одним и тем 
же значениям $. 

Действительно, рассмотрим четырёхугольник ABA,B, 
(черт. 20), ограниченный координатными геодезическими 
=, 9 =, 4} и дугами кривых +1 и \1.. Длина дуги 

А.В. меньше длины дуги АВ, так как они равны 

9+ 48 

| У ap’ +c? (ap, 9) a8, 

to 

  

$, a9 

J VeF+e@ Ayan 
% 

  

1 
соответственно, а с(р., 3) < с(0, 3), если рр < VR. 

2 
Применяя к четырёхугольнику А.В,АВ теорему Гаусса — 
Боннэ и замечая, что геодезические $ == соп${. пересекают 

8 Зак. 2666. А. В. Погорелов.
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кривые 4. и ^\ под равными углами, получим 

(B,) (B) 
fxO, ods,—fxQ)ds= ff Ke, 9) 4, 

(A,) (A) (A; By AB) 

где х (3, а) и х (3) — геодезические кривизны KPHBEIX Y H Y,, 
а К гауссова кривизна. Отсюда 

x7As, —x*As = K*As, 
где х’, х* — средние значения гео- 

дезических кривизн кривых 1, и {4 
на участках А.В. и АВ соответ- 
ственно, а К* — среднее значение 
гауссовой кривизны четырёхуголь- 
ника. Деля полученное равенство на 

As 
Д$, и замечая, что As. > 1, в пре- 

a 

  

деле при А; —>0 получим 

х. (3) —х(3) > 0. 

Пусть ®.— область в круге «, ограниченная кривой 1. 

Отобразим эту область на круг ©, ставя в соответствие 

точке области ®, с координатами р, $ точку круга с коор- 

Черт. 20. 

1 
динатами — р, 3. При этом кривой *.„ соответствует окруж- 

ность 1. Это отображение очевидным образом продолжается 

в отображение окрестности области ®, в окрестность круга ®. 
Метрика 45, рассматриваемая в окрестности области а, пе- 

реходит в метрику ds заданную в окрестности круга o. 

Так как метрика 4$ аналитически зависит от параметра «@ 
и геодезическая кривизна окружности 1] относительно этой 
метрики положительна, то в силу леммы 2 предыдущего 

параграфа метрика 45? в круге ® реализуема аналитической 
выпуклой шапочкой, аналитически продолжаемой за её гра- 

ницу, если реализуема метрика 45,, хотя бы при каком-нибудь 

значении параметра х-2-0, или, что TO же самое, если реа- 

лизуема метрика 45°, рассматриваемая в области в..
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Пусть 
гм ~ 

ds* = dp? -+ ¢ to
 

b
w
 

2 di} 

1 
— линейный элемент сферы 5 радиуса ——=, где Ку — гаус- 

0 VK 

сова кривизна в центре круга ®х относительно метрики ds? 
В полярных геодезических координатах. Рассмотрим метрику 

ds’, заданную в круге © линейным элементом 

45% = Ч? -- [Ве -Ё (1 — В) 1249, O0<B<1 

В точке О функции с(р, $) и с(5, %) совпадают вместе с их 
производными до второго порядка. Поэтому при достаточно 

малом а == а, метрика ds? в окрестности области «ау имеет 

положительную гауссову кривизну, а кривая 1. не только 
относительно метрики 45°, но и относительнс каждой ме- 

~ 

2 
трики 453 имеет положительную геодезическую кривизну. 

Отсюда следует, что метрика 45°, рассматриваемая в 0б- 

ласти ®., и достаточно малой её окрестности, реализуема 
выпуклой шапочкой, аналитически, продолжаемой за её гра- 

ницу, если реализуема метрика 45. Если Oa, — область Ha 

сфере $, ограниченная кривой “ta, с тем же уравнением в по- 
лярных геодезических координатах р, $, что и у кривой 1., 

2 
то реализуемость метрики 4$ , рассматриваемой в области ®,, 

аналитической шапочкой, аналитически продолжаемой за её 

границу, равносильна существованию такой шапочки, изо- 

метричной , . | ~ 
Спроектируем кривую 4. из центра сферы $ на каса- 

тельную плоскость с к сфере 5$ в точке р ==0. В результате 

получим выпуклую кривую с положительной кривизной. 
Введём на плоскости с полярные координаты г, Ф, приняв 
направление $ = 0 на сфере 5 за направление ф = 0 на пло- 
скости с. Пусть 

г =] ($) 

8*
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—, 

— уравнение кривой 1. в полярных координатах г, ©. Рас- 
смотрим кривую ^, (0<1<!) в плоскости в, заданную 
уравнением 

r= F(?) 
(I—#)+ (9) © 

Эта кривая имеет всюду положительную кривизну при каждом 
значении ¢ из указанного сегмента и при Ё==0 совпадает 

~ 

Cc KpHBok y., a pH ¢—1-—c OKpyxHOCTAO r= 1 *), 
Спроектируем кривую А, на сферу $ из её центра и обо- 

значим через ®.,; выпуклую область, ограниченную этой 
проекцией на сфере. 

Для того чтобы существовала аналитическая шапочка, 
аналитически продолжаемая за её границу, изометричная 

области Wa,» достаточно, чтобы такая шапочка существовала 

хотя бы для одной области ®.,:. Но для ®„, такая шапочка 

действительно существует — это сегмент сферы $, в который 
проектируется круг г< 1 плоскости св. Следовательно, 
существует аналитическая шапочка, аналитически продолжае- 

гы 

мая за её границу, изометричная области ®., сферы $, а 
тогда существует подобного рода шапочка, реализующая 

метрику 45., заданную в круге «, и, наконец, существует 
аналитическая шапочка, реализующая метрику 45? в этом 
круге. 

Теорема доказана. 

  

*) В этом утверждении, может быть, не совсем очевидно то, 
что кривая ^; имеет положительную кривизну. Но это просто 
следует из того, что кривизна кривой, заданной в полярных коор- 
динатах г, $ уравнением г =р ($), равна 

1 и 1+ (1) 
_P SP? 

3 

2 

(+(5))
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$ 3. Регулярность выпуклых поверхностей 
с регулярной метрикой 

Теорема 1. Если выпуклая поверхность имеет регу- 
лярную (т раз дифференцируемую, т»25) метрику и поло- 
жительную гауссову кривизну, то она регулярна (по 
крайней мере т— 1 раз дифференцируема). 

Доказательство. Пусть Ф — выпуклая поверхность, 
удовлетворяющая условиям теоремы. Согласно теореме 4 
$ 3 гл. П эта поверхность гладкая и существенно выпуклая 
в том смысле, что каждая касательная плоскость поверхно- 
сти Ф имеет с ней только одну общую точку — точку касания. 

Пусть О — произвольная точка поверхности Ф. Отрежем от 
поверхности Ф плоскостью, параллельной касательной пло- 
скости в точке О, маленькую выпуклую шапочку  C BHY- 

  
тренним диаметром меньше V Ky’ где Ко — максимум raycco- 

2 

вой кривизны шапочки. Это возможно, так как поверхность 
Ф существенно выпуклая, и следовательно, при достаточной 
близости секущей плоскости к точке О отрезаемая ею ша- 
почка ®х будет иметь сколь угодно малый внутренний диа- 
метр. Обозначим через 1 границу шапочки х. 

Впишем в кривую 1 геодезическую ломаную с малыми 
звеньями, а затем сгладим её в вершинах с помощью гео- 
дезических кругов малого радиуса. В результате получим 
внутренне гладкую выпуклую кривую 4, близкую к кривой т. 
Сместим теперь каждую точку Х этой кривой вдоль крат- 
чайшей к точке О на расстояние, равное в, 4, где 4 — пер- 
воначальное расстояние между Хи О на поверхности Ф. При 
таком преобразовании кривой 4, геодезическая кривизна уве- 
личивается, и мы получим некоторую кривую, у которой 
в каждой точке справа и слева существует, и притом поло- 
жительная, геодезическая кривизна. Очевидно, эту кривую, 
которую мы обозначим через 1, можно считать сколь 
угодно близкой к кривой 1. Для этого надо взять только 
достаточно малыми звенья ломаной, вписываемой в кривую ¥, 
и достаточно малым число е,. 

Пусть и, о — координатная сеть на поверхности Ф, 

ds* = E du? +-2F dudv — G dv? 
— линейный элемент поверхности, причём коэффициенты EL,
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Е, а — пять раз дифференцируемые функции переменных и, 9. 
Построим последовательности аналитических функций Е», 
F,, Gy сходящиеся к Е, Р, С равномерно с их производ- 
ными до пятого порядка включительно в области ® поверх- 
ности Ф. Рассмотрим метрику, заданную в области ® квад- 
ратичной формой 

4ъ = Е, 4? +-2Е, 4и 40 + G, 49°. 

Если п достаточно велико, гауссова кривизна, вычислен- 
2 ная с помощью коэффициентов формы 45, сколь угодно 

близка к гауссовой кривизне поверхности ®, геодезическая 
2 

кривизна кривой 4.5 относительно метрики 45, в каждой 

точке существует справа и слева, причём она больше нуля; 
. 2 

внутренний диаметр относительно метрики 45$» области, огра- 
1 

V Km 
совой кривизны в этой OONACTH OTHOCHTeEbHO MeTPHKH ds”. 

Введём в области ® поверхности Ф полярные геодезиче- 
ские координаты р, $, приняв точку О за полюс. 

Пусть р = ($) — уравнение кривой {. в координатах р, $. 
Очевидно, функция o(%) непрерывна, имеет непрерывную 
первую производную, непрерывную и равномерно ограни- 
ченную производную второго порядка всюду, кроме конеч- 
ного числа точек, в которых происходит разрыв непрерыв- 
ности первого рода. 

Построим функции %5 ($) и % ($) следующим образом: 

bs (9)= sup o” ($+); % (8) = шо’ (8-Я). 
[lcs |1 < 

  ниченной кривой *., меньше ‚ где К°) — максимум гаус- 

Каково бы ни было =>0, всегда существует аналитическая 

функция ф ($), удовлетворяющая условиям: 

Ф (8-- 2т) = (8), 

|< (8)—$(3)|<е, [9 (8) —¢’ (B) | <e, 

vs (B)—e <9" (8) < в (9-е
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Обозначим через 1. кривую на поверхности Ф, заданную 

в координатах р, уравнением р=Ф(%). Эта кривая при 
достаточно малых е и д имеет во всех точках положитель- 
ную геодезическую кривизну. Действительно, выражение для 
геодезической кривизны кривой, заданной уравнением р = Ф(3), 
имеет вид 

а (3, р, р’) р” --6 (3, в, р’), 

где а и б— непрерывные функции своих аргументов. Если 
в это выражение подставить вместо р, р’и р’ функции $ (3), 
Ф’(8), $’ (3-0) или $’( —0) соответственно, то полу- 
чится положительное число при каждом $. Отсюда в силу 
непрерывности функций а и 2 следует, что если вместо ука- 

занных величин подставить ф ($), Ф’(%) и $’ ($), то при до- 
статочно малых ги 6 полученное число будет положительным 
при каждом %, и следовательно, геодезическая кривизна 
кривой 1. во всех точках больше нуля. 

Отобразим конформно область ® плоскости, ограниченную 

кривой с уравнением р =Ф (3) в полярных координатах, на 

единичный круг о: х? -- у? =1, так, чтобы центру круга 
соответствовала точка р =0. Как известно, это отображение 
является аналитическим и допускает аналитическое продолже- 
ние за границу указанной области. Введём в достаточно 

малой окрестности круга « координатную сеть р, $, соответ- 

ствующую сети р, $ области ®. 
Отобразим теперь достаточно малую окрестность обла- 

сти ®”, ограниченной кривой 1. на поверхности Ф, на 

окрестность круга ®, ставя в соответствие точки с одина- 
2 

ковыми координатами р, $. Теперь метрику 45, заданную 

в области © поверхности Ф, можно рассматривать в круге ®. 
Так как для неё выполнены условия теоремы 1 предыдущего 
параграфа, то она реализуется некоторой аналитической вы- 
пуклой шапочкой ,. 

Построим теперь последовательность кривых 1) типа 1., 

сходящуюся к границе шапочки ®. Для каждого Ё может 
быть построена аналитическая шапочка On.» реализующая
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2 
метрику dsr, рассматриваемую в области, ограниченной кри- 

вой i"), 

Расположим шапочки On, TAK, чтобы их основания лежали 

в плоскости ху, а сами шапочки в полупространстве 2 >> 0. 
Не ограничивая общности, можно считать, что шапочки о, 

сходятся к некоторой выпуклой шапочке, равной w. Между 

точками шапочки ®„„, и точками некоторой области шапочки ® 

установлено топологическое соответствие, при котором со- 
ответствующими являются точки с одинаковыми координа- 
тами р, 3. Это позволяет перенести на шапочку 9, Коор- 

динатную сеть и, 9, относительно которой её линейный эле- 
мент есть 

dsn, = En du’ + 2F, du dv + Gy dv’. 

Обозначим через Г; (и, 9) PAMMYC-BEKTOP WANOYKU w,,, 

Пусть ®* — область на поверхности Ф, расположенная 
вместе со своей границей на шапочке х. При достаточно 
малом => 0 и достаточно большом Ё соответствующие &* 
области On, на шапочках «, удалены от плоскости ху на 

расстояние, не меньшее г, а касательные плоскости ша- 
— 

Е 

почек «„„, которые отрезает плоскость 2 =-. от шапочек и, 

п 

образуют с плоскостью ху углы, не меньшие “ye, THe 

e>0. 
С помощью теоремы 1 $8 4 гл. [У для верхней кривизны 

шапочки ®« в области ®* можно указать оценку, годную 
п ry 

для всех №. Это даёт возможность указать оценки для вторых 
производных вектор-функции Г, (и, 9), не зависящие от Ё. 

Покажем, что третьи производные вектор функций /*, (и, 9) 
также равномерно (по А) ограничены в области ®, и удо- 

Ie 
влетворяют условию Гёльдера: 

и (м", 9") — гу (ш, 9') | «с Ки — и) -| (9 — 9”)? ] 

а 

а 

с показателем «> 0 и постоянной Гёльдера с, не зависящи- 

ми от А. Для этого воспользуемся результатами дополнения П.
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Возьмём две оси 5, и #5, проходящие через начало ко- 
ординат, не лежащие в одной плоскости с осью = и обра- 

Е 

зующие с ней углы, не превосходящие -,. Пусть &(и, 9), 

"к (и, 9), 2,(и, 9) — проекции вектора Г» (и, 9) на оси 25`, 
о и г. Каждая из функций &, (и, 9), чь (и, 9), 2%, (и, 9) удо- 
влетворяет уравнению в частных производных второго по- 
рядка эллиптического типа — уравнению Дарбу. В силу тео- 
рем 1 и 2 дополнения П для третьих производных функ- 
ций (и, 9), тк (и, 9), 2,(и, 9), а также для наименьших 
постоянных Гёльдера для этих производных, соответствующих 
показателю а (0<о«< 1) могут быть указаны оценки. При- 

нимая во внимание характер сходимости метрик dsn, K Me- 

трике 45°, можно считать, что эти оценки не зависят от А. 
Отсюда следует, что предельные функции & (и, 9), п (и, 9), 
2(и, 9) — проекции вектора ^(и, 9) шапочки ® на оси 2’, 
бо, 2 в области ®* дифференцируемы по крайней мере три 
раза. Из теоремы 1 дополнения [ отсюда следует, что пре- 
дельные функции (и, 9), ч(и, 9), 2(и, 9) дифференци- 
руемы по крайней мере м — | раз, где т — порядок диффе- 
ренцируемости метрики 452. 

Так как проекции вектора Г(и, 9) на оси 81, Zo H 2 
т—-1 раз дифференцируемы в области wm*, то и сам век- 
тор Г(и, 9) дифференцируем в этой области т— 1 раз. 
Поскольку вершина О шапочки ® взята произвольно, то вся 
поверхность Ф дифференцируема по крайней мере м— |1 раз. 

Теорема доказана. 
Теорема 2. Выпуклая поверхность с аналитической 

метрикой и положительной гауссовой кривизной — ана- 
литическая. 

Эта теорема очевидным образом следует из теоремы 1 
и теоремы С. Н. Бернштейна об аналитичности решений 
уравнений в частных производных второго порядка эллипти- 
ческого типа,



ГЛАВА \! 

СУЩЕСТВОВАНИЕ ВЫПУКЛОЙ ПОВЕРХНОСТИ 
С ДАННОЙ МЕТРИКОЙ 

$ 1. Существование выпуклого многогранника 
с данной метрикой 

В 1916 г. Г. Вейль поставил следующую проблему. 
Пусть на сфере задана метрика аналитическим линейным 

элементом 45%, причём гауссова кривизна, вычисленная с по- 
мощью коэффициентов формы 45° по обычной формуле 
дифференциальной геометрии, всюду больше нуля. Суще- 
ствует ли замкнутая выпуклая поверхность, реализующая 
метрику 452? 

Сам Вейль наметил решение поставленной им проблемы 
и доказал, что если заданная на сфере аналитическая мет- 
рика ds? c положительной гауссовой кривизной реализуема 
аналитической поверхностью, то каждая достаточно близкая 
к 5? аналитическая метрика с положительной кривизной 
также реализуема некоторой замкнутой выпуклой аналити- 
ческой поверхностью. Решение проблемы Вейля было завер- 
шено Г. Леви в 1937 г. благодаря использованию довольно 
тонких результатов, полученных им в теории аналитических 
уравнений Монжа — Ампера эллиптического типа. 

В 1941 г. А. Д. Александров дал новое, построенное на 
совершенно других, чем у Вейля и Леви, соображениях, 
удивительно простое решение проблемы Вейля. Он доказал 
не только реализуемость аналитической метрики с положи- 
тельной кривизной, заданной на сфере, но реализуемость 

заданной на сфере общей выпуклой метрики. Опуская точное 
определение` такой метрики, укажем только, что метрика 
общей выпуклой поверхности является таковой. А. Д. Але-
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ксандров сначала устанавливает реализуемость заданных на 
сфере так называемых выпуклых многогранных метрик, ко- 
торые реализуются замкнутыми выпуклыми многогранниками, 
а затем, путём предельного перехода, устанавливает реали- 
зуемость общих выпуклых метрик, получая в частном слу- 
чае решение проблемы Вейля. В сле- 
дующем параграфе мы воспроизведём 
доказательство А. Д. Александрова тео- 
ремы Вейля, основанное на теореме о 
реализуемости заданной на сфере вы- 
пуклой многогранной метрики. Что ка- 
сается доказательства этой теоремы, 

то его можно найти в книге А. Д. Алек- 
сандрова [1] или [7]. Мы ограничимся 
только формулировкой в удобной нам Черт. 21. 
форме этой замечательной теоремы. 

Пусть задано разбиение Т сферы ® или многообразия, 
гомеоморфного сфере, на конечное число топологических 
треугольников А так, что каждая сторона треугольника А 
является стороной некоторого другого треугольника раз- 
биения сферы (черт. 21). 

Пусть каждому треугольнику А сопоставлен евклидовский 
треугольник Д’и установлено соответствие между сторонами 
и вершинами треугольников А и А’, сохраняющее инцидент- 
ность (т. е. соответствующие стороны соединяют соответ- 
ствующие вершины). 

Пусть, наконец, стороны евклидовских треугольников, 
соответствующие общей стороне двух топологических тре- 
угольников, равны, а сумма углов при вершинах евклидов- 
ских треугольников А’, соответствующих данной общей вер- 
шине топологических треугольников ДА, не превосходит 9к. 

Тогда существует замкнутый выпуклый многогранник Р 
(или дважды покрытый выпуклый многоугольник), который 
допускает разбиение на геодезические треугольники А”, изо- 
метричные треугольникам ДА’, расположенные на Р так, как 
соответствующие им топологические треугольники А распо- 
ложены на сфере ®. Иначе говоря, из треугольников A’ 
путём их изгибания и «склеивания» вдоль соответствую- 
щих сторон можно построить замкнутый выпуклый много- 

гранник. 
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Многогранник Р определяется единственным образом 
в том смысле, что любой другой замкнутый выпуклый много- 

гранник Р’”, обладающий свойствами многогранника Р, ра- 
вен Р’. Точнее, движением или движением и зеркальным 
отображением многогранника Р”’ можно расположить его так, 
что геодезические треугольники многогранников Ри Р’, 
соответствующие одному и тому же криволинейному тре- 
угольнику на сфере ®, совпадут. 

Утверждение о единственности многогранника Р было 
доказано Коши в 1813 г., правда, в несколько иной форму- 
лировке. 

Из приведённой выше теоремы А. Д. Александрова легко 
следует теорема о склеивании для многогранников, также 

принадлежащая А. Д. Александрову. 
Пусть дано разбиение Ю сферы. « или многообразия, 

гомеоморфного сфере, на конечное число топологических мно- 
гоугольников ©) — так, что каждая сторона многоугольника @ 
является стороной другого многоугольника разбиения сферы. 

Пусть каждому многоугольнику (©) сопоставлен выпуклый 
многогранник ()”’ с границей и установлено взаимно одно- 
значное соответствие между рёбрами и вершинами многогран- 
ника (©)” вдоль его границы и сторонами и вершинами мно- 
гоугольника ©, сохраняющее инцидентность. 

Пусть, наконец, стороны многогранников ©”, соответствую- 
щие общей стороне двух топологических многоугольников Q, 
равны, а сумма углов при вершинах многогранников О’, 
соответствующих данной общей вершине топологических мно- 
гоугольников (©), не превосходит 2r. 

Тогда существует замкнутый выпуклый многогранник Р 
(или дважды покрытый выпуклый многоугольник), который 
допускает разбиение на геодезические многоугольники С”, 
изометричные многогранникам ()’ и расположенные на Р так, 
как соответствующие им топологические многоугольники @ 
на сфере ®. Иначе говоря, из многогранников ()” путём их 
изгибания и «склеивания» вдоль соответствующих сторон 
можно построить замкнутый выпуклый многогранник. 

Многогранник Р определяется однозначно с точностью 
до движения и зеркального отображения. 

Эта теорема легко следует из предыдущей. Надо каждый 
многоугольник Q разбить на топологические треугольники
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так, как разбит многогранник ()’, соответствующий О, его 
рёбрами, а затем воспользоваться предыдущей теоремой. 

Воспользуемся теоремой о склеивании для доказательства 
существования многогранной выпуклой шапочки, изометрич- 
ной данному выпуклому многограннику с внутренне выпуклой 
границей. 

Пусть Р — выпуклый многогранник, гомеоморфный кругу, 
у которого полный угол при каждой вер- 
шине, лежащей на его границе, меньше 7. 

Тогда существует многогранная выпуклая 
шапочка Q, изометричная Р. 

Согласно теореме о склеивании, из двух 
экземпляров многогранника Р и призмати- > 
ческой трубки с периметром поперечного 
сечения, равным длине ломаной, ограничи- 

вающей многогранник, можно склеить за- 

мкнутый выпуклый многогранник (черт. 22). 
Так как метрика этого многогранника сим- Черт. 22. 
метрична относительно средней линии трубкит, 
то в силу теоремы Коши кривая y должна быть плоской, 
а плоскость кривой \ должна быть плоскостью симметрии. 
Отсюда следует, что область, изометричная Р на этом 
многограннике, есть выпуклая многогранная шапочка. 

Таким же способом доказывается следующая теорема. 
Пусть задано разбиение Т круга ®, или области, гомео- 

морфной кругу, на конечное число топологических треуголь- 
ников А так, что каждая сторона треугольника А является 
стороной некоторого другого треугольника разбиения круга 
или лежит на его границе. 

Пусть каждому треугольнику А сопоставлен евклидовский 
треугольник А” и установлено соответствие между сторонами 
и вершинами треугольников Аи АД’, сохраняющее инцидент- 
НОСТЬ. 

Пусть стороны евклидовских треугольников, соответ- 
ствующие общей стороне двух топологических треугольников, 
равны, сумма углов при вершинах евклидовских треуголь- 
ников А’, соответствующих данной общей вершине тополо- 
гических треугольников Д, лежащей внутри круга ®, He 
превосходит 2п, а сумма углов при вершинах евклидовских 
треугольников ДА’, соответствующих общей вершине -тополо- 
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гических треугольников А, лежащей на границе круга w, He 
превосходит гм. 

Тогда существует выпуклый многогранник с плоским краем, 
который вместе со своим зеркальным изображением в пло- 
скости края образует замкнутый выпуклый многогранник 
(вырождение многогранника в дважды покрытый выпуклый 
многоугольник не исключается), причём этот многогранник 
составлен из треугольников АД”, изометричных А” так же, 
как круг ® из треугольников А. 

$ 2. Существование регулярной выпуклой 
поверхности, реализующей заданную на сфере 
регулярную метрику с положительной гауссовой 

кривизной. Теорема Вейля 

Теорема 1. /ГЛусть на сфере ® (или на многообразии, 
гомеоморфном сфере) задана регулярная (т раз дифферен- 
цируемая, т>.5) метрика 45? с положительной гауссовой 
кривизной. 

Тогда существует регулярная (по крайней мере т—1 
раз дифференцируемая) замкнутая выпуклая поверхность, 
реализующая эту метрику. 

Лемма 1. Лусть в двумерной области С задана регу- 
лярная метрика 45? с неотрицательной гауссовой кривиз- 
ной. Пусть А — малый геодезический треугольник в этой 
области относительно метрики 45%, а Ау — плоский тре- 
угольник со сторонами той же длины. 

Тогда углы плоского треугольника Аз не больше соот- 
ветствующих углов треугольника А в метрике 45°. 

Доказательство. Введём в области С полярные гео- 
дезические координаты р, $ относительно метрики 45°, взяв 
за полюс О какую-нибудь вершину треугольника А. Линей- 
ный элемент 45? в этих координатах будет 

ds* = do? + c*dd?, 

причём в точке О имеем с==0, с, ==1. Так как, кроме того, 

С — — =K>0, 

TO C2? < p%
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Рассмотрим теперь метрику, заданную в области С в ко- 
ординатах р, 3 формой 

ds} = do” +p" dd”. 

Очевидно, эта метрика реализуется на плоскости, так как 
4? -| р? 4$? есть линейный элемент в плоскости в полярных 
координатах. Соединим вершины треугольника А, отличные 

2 
от О, кратчайшей 4, относительно метрики 451. Длина J, 

о 
кривой 71, относительно метрики 451 не меньше, чем длина 

. 2 2 
её относительно метрики 45’, Tax Kak ds" < ds}. Tlostomy J, 
не меньше стороны треугольника А, противолежащей вер- 
шине О. Но плоский треугольник А,, у которого две стороны 

равны сторонам треугольника А, сходящимся в вершине О, 
а третья равна Д, имеет угол, противолежащий стороне /, 
равный углу треугольника А при вершине О. Так как при 

7? 

переходе от треугольника Ао к ДА мы его сторону J, 
заменяем не большей, то угол, противолежащий ей, не 
увеличивается. 

Лемма доказана. 
Лемма 2. Пусть в двумерной области Ц задана ре- 

гулярная метрика 45° с неотрицательной гауссовой кри- 
визной. Пусть А — малый геодезический треугольник в этой 
области относительно метрики 45°, а А, — плоский тре- 
угольник со сторонами той же длины. Пусть р(Х, У) — 
расстояние между точками Х и 7, лежащими на сторо- 
нах треугольника A, a рь(Х, У) — расстояние между со- 
ответствующими точками, лежащими на сторонах тре- 
угольника Ау. 

Тогда 20. 
Ро (Х, У) 

ограниченно убывают, но так, что отношение наибольшей 
из НИХ и наименьшей остаётся меньше М < со, а углы 
заключены в пределах в, ке (=> 0). 

Доказательство. Сохраняя предыдущие обозначения, 
будем считать, что точки Х и У находятся на сторонах тре- 
угольника Д, которые сходятся в вершине О. Оценим умень- 
шение угла $ треугольника ДА с вершиной О при переходе 
к плоскому треугольнику Ap. 

—1, когда стороны треугольника А не-
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Пусть +4 — сторона треугольника А, противолежащая 
вершине О. Её длина 

i= JV? ear. 
Длина той же стороны относительно метрики 45" равна 

ГИ Ева 
T 

7 

Поэтому, переходя от треугольника ДА, к А,, мы укорачиваем 

сторону, противолежащую вершине О, на величину, не превос- 
ходящую 

=] (У-и-И а) < 
т 

< [Уя—ав=ея, 
т 

где $ — угол треугольника А при вершине О, $ — большая 
из двух сторон треугольника Д, которые содержат вершину О, 
а = ->0, когда 0—0. 

Применяя теперь к каждому из треугольников А, и А 

теорему косинусов, заключаем, что уменьшение Д% угла $ 
при переходе от треугольника А, к А, стремится к нулю, 
когда стороны треугольника А неограниченно убывают, но так, 
что соблюдаются условия леммы. 

Пусть 1,(Х, У) — кратчайшая, соединяющая точки Х 
и У, относительно метрики 451 и р, (Х, У) —её длина. Тогда 

их у= | Ийтиаь 
1: (Х, У) 

ох ух | Voe® tera, 
1, (С, У) 

Поэтому р(Х, У) < р! (Х, У). Далее, 
—————_—_ 

р (Л, У) —р(Х, 7) < ] И р” — cid. 
7. (Х, Y)
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И так как с (р, $) =р-—о (5), то 

р (Х, У) —в(Х, У) < а J pai, 
т: (Х, У) 

причём =, —>0, когда стороны треугольника А неограниченно 

убывают. Замечаем, что р, (Х, У) > f ра}, получаем 

1: (5, У) 

p(X, ¥) 1 — aX) > 
С другой стороны, 

р (Х, У) 
(RY) <I 

п д е ЬНИК к вождается Так как переход от треугол а А, к А, сопровождаетс 

незначительным уменьшением угла #, в то время как сам 

$} P1 (X, Y) угол $ предполагается большим и меньшим п — ег, TO СХ, Р) 
0 ’ 

также близко к единице, если треугольник А достаточно мал, 

и следовательно, отношение в Rl, когда стороны тре- 

угольника А неограниченно бывают, но так, что выполняются 
условия леммы. 

Лемма доказана. 
Доказательство теоремы *). Покроем сферу ow 

конечным числом малых геодезических треугольников отно- 
сительно заданной метрики 452, Это возможно, так как, оче- 
видно, существует бесконечное покрытие геодезическими тре- 
угольниками со сколь угодно малыми сторонами, из которого, 
по известной теореме, можно выделить конечное покрытие. 
Стороны этих треугольников разбивают сферу ®« на конечное 
число малых геодезических многоугольников. Каждый такой 
многоугольник можно, очевидно, его диагоналями разбить 
на конечное число геодезических треугольников. В резуль- 
тате получится некоторое разбиение Ту сферы « на конечное 
число геодезических треугольников. 

Определим теперь последовательность разбиений сферы Т|, 
ТГ, ..., Ги»... На геодезические треугольники следующим 

*) Это доказательство принадлежит А. Д. Александрову. 

9 Зак. 2666. А, В. Погорелов.
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образом. Разбиение Т, получается из Ту путём проведения 
в каждом треугольнике разбиения Ту его средних ли- 
ний и замены, таким образом, одного треугольника четырьмя 
меньшими, содержащимися в нём. Каждое из последу- 
ющих разбиений получается из предыдущего так же, как 
Т: из Го. 

Относительно геодезических треугольников разбиений Ту 
сферы « существенно заметить только, что отношение наи- 
большей стороны каждого треугольника к его наименьшей 
стороне равномерно ограничено (по №), а углы каждого тре- 
угольника заключены в пределах в, m—e, roe в — малое 
положительное число, не зависящее от К. 

Сопоставим каждому треугольнику А разбиения Т, сферы ® 
плоский треугольник А’ со сторонами той же длины. Так 
как углы треугольника А’ не больше углов треугольника А 
относительно метрики 45? (лемма 1), то сумма углов при 
вершинах евклидовских треугольников Д’, соответствующих 
данной общей вершине геодезических треугольников А, не пре- 
восходит 2т. 

По теореме А. Д. Александрова, приведённой в преды- 
дущем параграфе, существует замкнутый выпуклый много- 
гранник Р, (или дважды покрытый выпуклый многоугольник), 
который допускает разбиение на геодезические треугольники А”, 
изометричные треугольникам ДА’, расположенные на Р‚ так, 
как соответствующие им геодезические треугольники А на 
сфере в. 

Отобразим сферу « топологически на многогранник Ру, 
ставя в соответствие вершинам треугольников А соответствую- 
щие вершины треугольников АД”, сторонам треугольников 
АД — стороны треугольников Д”, причём если точка Х сферы ® 
делит сторону треугольника А в отношении /, то соответ- 
ствующая ей точка на стороне треугольника ДА” делит эту 
сторону в том же отношении; что касается соответствия вну- 
тренних точек треугольников А и ДА”, то оно может быть 
каким угодно. 

Покажем, что установленное нами топологическое отображе- 
ние ф;, сферы ‹ на многогранник Р;,, близко к изометрическому 
в том смысле, что расстояние р (Х, У) между любыми двумя точ- 
ками Хи Уна сфере « относительно метрики 45? отличается не 

более, чем на хот расстояния ру (Х, У) между соответствующими
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точками $, (Х) и ©, (У) на многограннике Р;, причём &% 0, 
когда &-> со. 

Пусть 1, — кратчайшая на многограннике Р,, соединяю- 

щая точки Фь(Х) и $, (ТУ). На сфере w кривой 1х соответ- 
ствует некоторая кривая \|),, соединяющая точки Х и У. 
Сторонами треугольников АД эта кривая разбивается на отрезки. 
Заменим каждый такой отрезок кратчайшей, соединяющей 

его концы. При этом вместо кривой 1х получим некоторую 
геодезическую ломаную Tk вершины которой лежат на сторо- 

нах треугольников Д. Относительно каждого звена ломаной 1х, 

кроме, быть может, первого и последнего, можно сказать, 
что его длина в | —е, раз меньше соответствующего отрезка 

кривой 1;, причём ех сколь угодно мало, если К достаточно 
велико (лемма 2). Поэтому 

p(X, < 4 24, 

где 4, — максимум длин сторон треугольников А. 
Аналогично, поменяв ролями сферу ® и многогранник Рх, 

приходим к неравенству 

x, рых, ¥)< HE + 24, 
Отсюда следует, что для любых точек Хи} 

lpe(X, Y) — p(X, Yl < &, 

причём =, > 0, когда А -> со. 
Пусть гк (Х) — радиус-вектор точки многогранника Рь, 

соответствующей точке Х сферы ® при отображении хх. Так 
как к (Х, У) -р(Х, У) при Е + со равномерно по Хи У, 
то последовательность вектор-функций г» (Х), рассматривае- 
мых на сфере ®, равностепенно непрерывна. Очевидно, можно 
считать, что она также равномерно ограничена. Отсюда сле- 
дует, что последовательность Fr; (.X) содержит равномерно схо- 
дящуюся подпоследовательность Гу, (Х). Предельной функции 

r(X) этой подпоследовательности соответствует замкнутая 

O*



132 СУЩЕСТВОВАНИЕ ВЫПУКЛ. ПОВЕРХН. С ДАННОЙ МЕТРИКОЙ [ГЛ. \1 

выпуклая поверхность РГР, заданная векторным уравнением 

r=r(X), 

реализующая метрику ds?*), 
Так как метрика 452 дифференцируема т раз, то поверх- 

ность ЁР дифференцируема по крайней мере тр—1 раз 
(теорема 1 $ 3 гл. У). 

Как следствие теоремы | и теоремы 2 $ 3 гл. У полу- 
чается | 

Теорема Вейля. Пусть на сфере (или на много- 
образии, гомеоморфном сфере) задана аналитическая мет- 
рика с положительной гауссовой кривизной. 

Тогда существует замкнутая выпуклая аналитическая 
поверхность, реализующая эту метрику. 

$ 3. Другие теоремы существования 

В этом параграфе будет доказан ряд теорем существо- 
вания выпуклых поверхностей с данной регулярной метрикой. 
Эти теоремы в классе общих выпуклых поверхностей дока- 
заны А. Д. Александровым [1]. 

Теорема 1. //усть в двумерной области Ц, гомео- 
морфной кругу, задана регулярная (т раз дифференци- 
руемая, т >25) метрика с положительной гауссовой кри- 
визной. Пусть, ‘далее, граница области @’ есть кусочно 
гладкая кривая, у которой геодезическая кривизна в глад- 
ких точках неотрицательна, а углы в точках нарушения 
гладкости меньше т. 

Тогда существует регулярная (т— 1 раз дифферен- 
цируемая) выпуклая шапочка Е, реализующая заданную 
в области @ метрику. 

Если же заданная метрика аналитическая, то реали- 
зующая её шапочка Е — аналитическая. 

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству 
теоремы 1 предыдущего параграфа и, если опустить детали, 
состоит в следующем. 

*) Очевидно, эта поверхность не может вырождаться в дважды 
покрытую выпуклую область плоскости.
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Впишем в границу \ области С геодезическую лома- 

ную { с малыми звеньями. Покроем теперь область СЦ, огра- 

ниченную ломаной 1, конечным числом геодезических тре- 

угольников. Стороны этих треугольников разбивают область Ц 
на малые геодезические многоугольники. Разобьём их диаго- 
налями на геодезические треугольники. Полученное разбиение 

области С на треугольники обозначим То. Затем строим раз- 
биения Т,, Го,..., Подобно тому как при доказательстве 

теоремы 1 предыдущего параграфа. Так же как и прежде, 
строим последовательность выпуклых многогранников P, 
с плоским краем, используя при этом последнюю теорему 
А. Д. Александрова, приведённую в первом параграфе на- 
стоящей главы. Предельным переходом доказываем существо- 
вание выпуклой шапочки Р, реализующей заданную в обла- 
сти С метрику. 

Регулярность шапочки Ё (или её аналитичность в случае, 
если заданная метрика аналитическая) следует из теорем 
1 2 $ Згл. V. 

Теорема 2. Пусть в двумерной области @ задана 
регулярная (аналитическая) метрика с положительной 
гауссовой кривизной. 

Тогда каждая точка области @ имеет окрестность о, 
в которой заданную метрику можно реализовать регуляр- 
ной (соответственно аналитической) выпуклой поверхно- 
стью. Более того, каждая выпуклая поверхность, реали- 
зующая эту метрику, регулярна (соответственно, анали- 
тическая). 

Эта теорема является простым следствием теоремы 1. 
Действительно, пусть Х — произвольная точка области CG 
и « — геодезический круг с центром Х. Если круг ® доста- 
точно мал, то его окружность имеет всюду положительную 
геодезическую кривизну. 

В силу теоремы | существует выпуклая регулярная (со- 
ответственно, аналитическая) шапочка, реализующая метрику, 
заданную в круге ®. 

Теорема 3. Пусть в двумерной области (Ц, гомео- 
морфной кругу, задана регулярная (соответственно ана- 
литическая) метрика с положительной гауссовой кривиз- 
ной. Пусть, далее, расстояние точки Х области G om
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некоторой фиксированной точки Ху этой области неогра- 
ниченно растёт, когда точка Х произвольным образом 
приближается к границе области @ (речь идёт о рас- 
стоянии между точками в смысле заданной в области Ц 
метрики). 

Тогда существует бесконечная регулярная (соответ- 
ственно аналитическая) выпуклая поверхность, реализую- 
щая заданную в области С метрику. 

Доказательство. Пусть М — множество точек обла- 

сти, удовлетворяющих следующим двум условиям: 
1) расстояние каждой точки области @ от множества М 

в заданной метрике не больше единицы; 
2) множество М не имеет предельных точек на конечном 

расстоянии (в смысле заданной метрики). 
Пусть ЛМ; — подмножество точек множества М, расстоя- 

ния которых в заданной метрике от некоторой фиксирован- 
ной точки О области С не больше А. 

В области С можно построить замкнутую выпуклую гео- 
дезическую ломаную \;,, охватывающую множество М, (см. [7]). 
Кривая 4х ограничивает некоторую область С. Согласно 
теореме 1, заданная в С, метрика реализуется некоторой 
выпуклой шапочкой Ру. Переходя к пределу по надлежащим 
образом выбранной подпоследовательности шапочек Ру, по- 
лучим бесконечную выпуклую поверхность, существование 
которой утверждается теоремой. 

Теорема доказана *). 

$ 4. «Теорема о склеивании» А. Д. Александрова 

А. Д. Александрову принадлежит следующая фундамен- 
тальная в теории изгибания выпуклых поверхностей. 

Теорема 1. Пусть задано разбиение сферы ® на 
топологические многоугольники р., ра, ..., Ры @ каждому 
многоугольнику рь сопоставлена конечная выпуклая по- 
верхность Е, с регулярной метрикой и кусочно гладким 
краем. 

*) Эту теорему можно доказать и без использования резуль- 
тата работы [7] с помощью «теоремы о склеивании», которая будет 
доказана в следующем параграфе.
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Пусть установлено топологическое отображение гра- 
ницы каждого многоугольника Py, HA границу соответ- 
ствующей поверхности Ру, удовлетворяющее условиям: 

1) если точка Х движется вдоль стороны какого- 
нибудь многоугольника ру, то соответствующие ей точки 
на границах поверхностей Ру проходят одинаковые дуги; 

2) если Хб— точка на стороне какого-нибудь много- 
угольника р; и А., А — состветствующие ей точки на 
границах поверхностей Е’, причём обе эти точки являются 
гладкими точками границ поверхностей, то сумма геоде- 
зических кривизн в точках А, и Аз неотрицательна; 

3) если среди точек А|, Аз,..., соответствующих 
точке Х границы какого-нибудь многоугольника ру, есть 
хотя бы одна угловая, то суммы углов при точках 
А, Ао, ... на поверхностях Ру не превосходят 2. 

Тогда существует замкнутая выпуклая поверхность Р, 
составленная из поверхностей изометричных Гу так же, 
как сфера ® составлена из топологических многоугольни- 
ков ру. 

Поверхность Р как бы склеена из поверхностей Р,, по- 
чему сама теорема и называется «теоремой о склеивании». 

«Теорема о склеивании» является основной теоремой 

в теории изгибания выпуклых поверхностей. Она позволяет 
строить поверхности, изометричные данной, сводя эту задачу 
к более простой, в особенности, когда речь идёт о конкрет- 
ной поверхности. Пусть, например, Р — выпуклая регулярная 
шапочка. Покажем, что она изгибаема. 

Возьмём треугольник А с тем же периметром, что иу гра- 
ницы шапочки Р. Согласно теореме о склеивании, из тре- 
угольника А и шапочки Е можно склеить замкнутую выпук- 
лую поверхность Ф. Если вершина треугольника А соответ- 
ствует гладкой точке границы шапочки Р, то, очевидно, 
шапочке F на поверхности Ф соответствует изометричная, 
но не равная ей поверхность, что и доказывает изгибаемость 
шапочки. Ясно также, что шапочка допускает изгибания 
с большой степенью произвола. 

Доказательство «теоремы о склеивании», 
Возьмём на границах многоугольников р, достаточно 
густую сеть точек М, содержащую все вершины этих много- 
угольников, а также все точки их сторон, которым на
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поверхностях Ру соответствуют угловые точки границы. Обо- 
значим через М, множество точек на границе поверхности Ру, 
соответствующее точкам множества М. Построим геодезиче- 
ский многоугольник С, на поверхности Ру так, чтобы его 
граница была близка к границе поверхности, а вершины, 

взятые через одну, нахо- 
дились в точках множе- 
ства М» (черт. 23, а). 

Разобьём многоугольник 
G, на геодезические тре- 
угольники и обозначим это 

6} разбиение Го. 
Построим последователь- 

0 ность разбиений Т;, То, 
Т, '... многоугольника Су 
следующим образом. Г, по- 
лучается из Ту путём раз- 
биения каждого  треуголь- 

Черт. 23. ника из Ту на четыре тре- 
угольника его средними ли- 

ниями. Каждое из последующих разбиений получается из 
предыдущего так же, как Т, из Г. 

Часть поверхности Ру, лежащая вне многоугольника Gy, 
состоит из областей, каждая из которых ограничена двумя 
геодезическими и гладким куском границы поверхности Ру; 
мы будем называть эти области секторами. 

Рассмотрим один из таких секторов А (черт. 23, 6). Пусть 
\— часть границы сектора А, лежащая на границе поверх- 
ности ,Р;, и 4, — близкая к * Параллельная кривая. Впишем 
в кривую 4, геодезическую ломаную с малыми звеньями, 
Эта ломаная вместе со сторонами ОА и ОВ сектора А огра- 
ничивает некоторый многоугольник. Разобьём его на геоде- 
зические треугольники диагоналями, выходящими из точки О. 
Каждому из этих треугольников сопоставим евклидовский 
треугольник с такими же сторонами и составим из них мно- 
гоугольник на плоскости так же, как составлен геодезиче- 
ский многоугольник на поверхности из соответствующих гео- 
дезических треугольников. 

Если кривую \, приближать к 4, а звенья ломаной, впи- 
санной в кривую 1, неограниченно уменьшать, то построенный 
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нами многоугольник в пределе перейдёт в некоторый плоский 

сектор А (черт. 23, в). Из способа образования сектора А 

следует, что в точках кривых x и {, соответствующих оди- 

наковым дугам, кривизна кривой ‘ не меньше геодезической 
кривизны кривой 1 (лемма. 1 $ 2), а углы при вершинах А, 
В, О сектора А не меньше углов при соответствующих вер- 

шинах 4, В, О сектора A. 
Каждоме отрезку стороны топологического многоуголь- 

ника р, между двумя соседними точками множества М соот- 
ветствуют два отрезка— один на границе поверхности Ру, 
например 4, другой на границе поверхности Рх’, обозначим 
ero 1’. Jlyre {’ соответствует на Ру, сектор А’, относительно 
которого мы будем говорить, что он соответствует сектору ДА. 

Построим плоский сектор А’ подобно тому, как был построен 

сектор Д 

Заменим теперь дуги 1 и 4” секторов А и А’ ломаными с 
и с’ равной длины так, чтобы выполнялись следующие 
условия: 

1) первое и последнее звенья имеют направления полу- 

касательных к | и 1’ в соответствующих точках; 
2) сумма внутренних углов ломаных си с’ в соответ- 

ствующих вершинах, т. е. в вершинах, соответствующих рав- 
ным дугам, не больше 2м. 

Не останавливаясь пока на том, как построить ломаные с 
и с’, закончим доказательство теоремы. 

Заменив кривые 1] и 1’ ломаными си с’, разобьём полу- 

ченные при этом плоские многоугольники 94 и 4’ на тре- 
угольники. 

Разобьём теперь секторы А и А’ на топологические тре- 
угольники, расположенные так же, как треугольники в раз- 

биении многоугольников (и 4’. При этом каждая поверх- 
ность F;, будет разбита на геодезические треугольники, 
принадлежащие С, и топологические, принадлежащие Ру — Ц... 

Построим разбиение многоугольника р» на топологические 
треугольники, соответствующие разбиению поверхности Р,, 
и сопоставим каждому такому треугольнику 8 эвклидовский 
треугольник 8’ следующим образом;
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1) если данному топологическому треугольнику 8 со- 
ответствует на Ру геодезический треугольник из области С, 
то берём евклидовский треугольник 6’ со сторонами, равными 
сторонам геодезического треугольника; 

2) если данному топологическому треугольнику 8 на F;, 
соответствует топологический треугольник из какого-нибудь 
сектора Д, то мы берём соответствующий евклидовский 

треугольник 6’ из многоугольника 4. 
Согласно теореме А. Д. Александрова, приведённой в $ 1 

настоящей главы, существует замкнутый выпуклый много- 
гранник Р, составленный из геодезических треугольников 8”, 
изометричных евклидовским 9’, так же, как сфера ® составлена 
из соответствующих топологических треугольников 4, 

Если теперь, не меняя областей С’, на поверхностях Ру, 
брать всё более мелкие разбиения этих областей Т,, то, пе- 
реходя к пределу по надлежащим образом выбранной под- 
последовательности многогранников Р при $ —> со, получим 
замкнутую выпуклую поверхность Ф, на которой области, 
соответствующие многоугольникам Су, будут им изоме- 
тричны. 

Уменьшая, наконец, сектора А и переходя к пределу по 
сходящейся подпоследовательности поверхностей Ф, получим 
замкнутую выпуклую поверхность, существование которой 
утверждается теоремой. 

Покажем теперь, как построить ломаные с ис’, удо- 
влетворяющие условиям Ти %. 

В соответствующих точках кривых \ и 1’ сумма кривизн 
неотрицательна. Может случиться, что она всюду равна нулю. 

В этом случае кривые 1 и +4’ конгруентны, и построение ло- 
маных с, с’ не составляет труда. Для этого надо только 

расположить сектора А и А’ так, чтобы кривые 1 и т сов- 

пали, а затем построить ломаную с ==’, близкую к {== 7 

так, чтобы выполнялось условие 1. 
Допустим теперь, что для соответствующих точек 

Ои О’ кривых 1 и \’ сумма кривизн положительна. Не ог- 

раничивая общности, при этом можно считать, что кривизна ^ 

в точке (© больше нуля. В достаточно малой окрестности 

точки © на кривой \ можно указать ещё две точки С; и (у,
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не лежащие на одной прямой с точкой Q, обладающие упо- 
мянутыми свойствами точки Q, 

Если кривая 7’ — прямолинейный отрезок, то за ломаную с’ 
мы возьмём этот отрезок, а вершины ломаной расставим 

тогда, когда будет построена ломаная с. Если же -’ не 
является прямолинейным отрезком, то на кей отметим три 
точки 5, 54, 5, не лежащие на одной прямой. 

Построим ломаную o длины 5$, равной длине кривой у’ , 

со звеньями, равными =, следующим образом. За начальную 

точку ломаной возьмём начальную точку кривой 1’ и первое 

звено направим по полукасательной кривой *’ в начальной 

точке. Второе звено проведём под углом 

x’ (s) ds 1
 

S
a
n
 

к первому звену, где х’ (5) — кривизна кривой 1’ в точке, 
соответствующей дуге $. Вообще (1--1)-е звено проведём 
под углом 

($ 1)3 

т 

$: = f x’ (s) ds 
$8 

m 

K i-My звену. 
Если т достаточно велико, т. е. если достаточно малы 

звенья ломаной с’, конец ломаной с’ будет достаточно бли- 

зок к концу кривой 1’, анаправление последнего звена близко 

к направлению полукасательной к *’ в конечной точке. От- 
сюда следует, что при достаточно большом т сколь угодно 
малым изменением функции х’($) в малых окрестностях то- 
чек Sg, S,, Э5 можно добиться того, что конец ломаной 

с’ совпадет с концом кривой 1’, а последнее звено её будет 

направлено вдоль полукасательной к 1’ в конечной точке, 
Полученную ломаную обозначим с’.
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Теперь строим ломаную с, соответствующую кривой 1, 

подобно тому как кривую с’, предварительно изменив функ- 
цию х(5) (кривизну кривой 1) так, чтобы сумма х (5$) 1х’ (5) 
осталась без изменения. Варьируя теперь функцию х (5) 

в малых окрестностях точек О, О, Qo, добьёмся того, чтобы 

конец ломаной с совпал с концом кривой 4, а направление 
последнего звена с направлением полукасательной к *. Полу- 
ченную ломаную обозначим с. 

Для ломаных си с’ свойство 1, очевидно, выполняется. 
Выполняется так же свойство 2. Действительно, это свойство 

наверное будет выполнено, если после модификации функ- 
ций х (5$) их’ ($) будет х (5$) х’ ($) 20. Это, действительно, 
имеет место всюду, кроме, быть может, малых окрестностей 

точек О, О!, О.. А так как в этих окрестностях до моди- 
фикации функций х и x’ cymma x(s)-+ х’ (5) была существенно 
положительна, то достаточно малые вариации функций х и х' 
не могут нарушить неравенства х (5) --х’ (5) >> 0 в окрестностях 

точек О, о, Q,. Таким образом, действительно, могут быть 
построены ломаные с и с’, удовлетворяющие условиям 1 и. 

Теорема доказана полностью.



ГЛАВА УП 

ИЗГИБАНИЕ РЕГУЛЯРНЫХ ВЫПУКЛЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 
С ПОЛОЖИТЕЛЬНОЙ ГАУССОВОЙ КРИВИЗНОЙ 

$ 1. Выпуклые поверхности с краем 

Относительно поверхности Р говорят, что она изгибаема, 
если существует изометричная, но не равная ей поверхность. 
При этом обычно предполагается, что поверхности, изоме- 
тричные Р, должны принадлежать некоторому классу. Так, на- 
пример, когда идёт речь об изгибании регулярной поверх- 
ности F, требуется, чтобы изометричные РГР поверхности 
были тоже регулярны. 

Оказывается, что регулярные выпуклые поверхности не 
допускают иных изгибаний, кроме регулярных, в классе об- 
щих выпуклых поверхностей. Именно, имеет место следующая 

Теорема 1. Если Р — регулярная выпуклая поверх- 
ность с положительной гауссовой кривизной, то любая 
выпуклая поверхность, изометричная Е, тоже регулярна. 
Более точно, если F дифференцируема Е раз (Е > 6), то 
поверхность, изометричная ЕР, по крайней мере Е — 2 раза 
дифференцируема. Если же поверхность Е — аналитическая, 
то поверхность, изометричная Е, — аналитическая. 

Эта теорема является простым следствием теорем 1 и 2 
$ 3 гл. У, так как поверхность Р, будучи А раз дифферен- 
цируемой (аналитической), имеет Е — 1 раз дифференцируемую 
(аналитическую) метрику, а потому выпуклая поверхность, 
изометричная Р, должна быть по крайней мере А — 2 раза 
дифференцируемой (соответственно аналитической). 

Если существует непрерывно зависящее от параметра { 
семейство поверхностей РГ; изометричных ЁР, содержащее 

данную поверхность Е, причём среди поверхностей Р, есть
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не равные РА, то говорят, что она допускает непрерывное 
изгибание. 

Е. Е. Леви доказал, что каждая достаточно малая ок- 
рестность точки аналитической выпуклой поверхности с по- 
ложительной гауссовой кривизной допускает непрерывные 
изгибания. Следует заметить, что условие положительности 
кривизны является существенным, ибо, как доказал Н. В. Ефи- 
мов [9], на выпуклой аналитической поверхности могут быть 
точки, окрестности которых не допускают изгибаний, как бы 
ни были малы эти окрестности (речь идёт, конечно, об из- 
гибании в классе аналитических поверхностей). 

Теорема 2. Если Р, и Р.— две изометричные вы- 
пуклые одинаково ориентированные поверхности с поло- 
жительной гауссовой кривизной, из коих хотя бы одна Е 
раз дифференцируема (kR>5), то у каждой точки P, no- 
верхности ЕР. есть окрестность ®, которую непрерывным 
изгибанием с сохранением (Е —2)-кратной дифференци- 
руемости можно перевести в соответствующую область Wy 
поверхности Ро. 

Доказательство. Построим на Р, малый геодезиче- 
ский треугольник А,, содержащий точку Р.. Отметим на Р) 
шапочку с), которая содержит точку Р, и сама содержится 
в треугольнике Д.. Пусть Р, — точка, Аз — треугольник на 
поверхности Ро, соответствующие по изометрии Р; и А, со- 
ответственно. Построим шапочку во на Ро, содержащую Рь 
и расположенную в Д.. 

Покажем, что окрестность ®, точки Р.;, содержащуюся 
в с), образ которой Wg Ha Fg содержится в во, можно не- 
прерывным изгибанием перевести в «о. В самом деле, пред- 
ставим себе три точки, выходящие из Р;, движущиеся не- 
прерывно вдоль кратчайших к вершинам треугольника A, и 
одновременно достигающих эти вершины. 

Пусть к моменту # они занимают положения (, (1), Ч. (1) 
и ©. (0. Обозначим х, ({) минимальную выпуклую область на 
поверхности Р;, содержащую @,(0, Qa(f), 9. и <. 
Область х, (Г) изменяется непрерывно. Так как она выпуклая, 

то существует шапочка х(№, изометричная х(В (теорема 1 
$ 3 гл. УП. Из теоремы 1 5 1 гл. Ш следует, что шапочка 

х (1) изменяется непрерывно при непрерывном изменении {.



$ 1] ВЫПУКЛЫЕ ПОВЕРХНОСТИ С КРАЕМ 148 

В начальный момент она совпадает с шапочкой с, а в ко- 

нечный —с шапочкой А,, изометричной А.. При каждом # 

на % (Е) есть область, изометричная @,, которая при непре- 
рывном изменении # подвергается непрерывному изгибанию. 

Проделав то же для поверхности Ро, мы переведём не- 

прерывным изгибанием область ®. в область на шапочке Дь, 

изометричной Д.. Но по теореме 1 $ 1 гл. Ш шапочки A, 

и А. конгруентны, а поэтому конгруентны на них области W, H а», 
как соответствующие по изометрии. Для того чтобы до- 
казать (Е — 2)-кратную дифференцируемость поверхности 
в любой момент изгибания, достаточно заметить, что метрика 
поверхностей Р; и Ро дифференцируема Е — 1 раз, а следо- 
вательно, все поверхности, её реализующие, дифференцируемы 
по крайней мере Е — 2 раза. 

Теорема доказана. 
Теорема 3. Если из замкнутой регулярной выпуклой 

поверхности Е с положительной гауссовой кривизной уда- 
лить область Е, ограниченную кусочно-гладкой кривой, 
то оставшаяся часть Ро поверхности Е будет изгибаема *). 

Доказательство. Могут представиться два случая: 
1) граница поверхности Рь есть плоская кривая, и таким 

образом, поверхность Ро отрезается от А плоскостью; 
2) граница поверхности Ро не лежит в одной плоскости. 
Рассмотрим сначала второй, более общий случай. 
Пусть Ф— минимальная выпуклая оболочка поверхности Ро 

(так называют поверхность тела, полученного пересечением 
всех полупространств, содержащих поверхность Ро). Она 
состоит из поверхности Ро и развёртывающейся поверх- 
ности Ф,. Поверхность Ф, находится внутри тела, ограни- 
ченного поверхностью Р. 

Так как поверхность Ф, не лежит в одной плоскости, то 
на ней можно указать точку, через которую проходит только 
одна прямолинейная образующая г. Концы этой образующей 
лежат на границе поверхности Ро. Проведём через образую- 
щую # опорную плоскость а поверхности Ф, так, чтобы она 
с этой поверхностью не имела других общих точек, кроме 

*) Эта теорема доказана А. С. Лейбиным [10] для случая общих 
выпуклых поверхностей.
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точек образующей г. Пусть Р— точка на плоскости а, 
близкая к 4, лежащая внутри поверхности Р. 

Построим теперь минимальную выпуклую оболочку Ф” 
поверхности Ро» и точки Р. Она состоит из поверхности Fy 
и  развёртывающейся поверхности Ф', на которой точка Р 

будет конической точкой.  Пямолинейная образующая г по- 
верхности Ф является также прямолинейной образующей по- 
верхности Ф, (черт. 24, а). 

Проведём из‘точки Р на поверхности ®, две геодезиче- 
ские *; и {о так, чтобы они разбивали угол при вершине 

  

Черт. 24. 

конуса Р на две равные части и чтобы одна из этих геоде- 
зических, например 1, пересекала прямолинейную образую- 
щую & под прямым углом (черт. 24,6). Возьмём на геодези- 
ческих 41, {2 точки Хи Y, как показано на чертеже, и сое- 

7 7 

диним их кратчайшими 1, и Y,. 

Если теперь удалить двуугольник, ограниченный кратчай- 
шими 4,, 1», и склеить участок границы \, и 1», то полу- 
чится замкнутая выпуклая поверхность, на которой будет 

область Fo, изометричная Рь. Легко видеть, что F, не равна Ро, 
так как при склеивании точки А и В совпадут, и, следова- 
тельно, пространственное расстояние между концами обра- 
зующей 5 (они лежат на границе поверхности Ро) умень- 
шится. 

Следует заметить, что мы применили операцию склеива- 
ния для более общих поверхностей, чем те, о которых идёт 
речь в теореме 1 $ 4 гл. УТ. Если же предварительно раз-



$ 1] ВЫПУКЛЫЕ ПОВЕРХНОСТИ С КРАЕМ 145 

резать поверхность Ф’ вдоль границы поверхности Ре и геоде- 
зических 11, {о, то получение замкнутой выпуклой поверхности 

путём склеивания участка границы 1, С Yo и вдоль линий до- 

полнительных разрезов гарантируется теоремой 1 6 4 гл. УТ. 
Рассмотрим теперь первый случай, т.е. тот случай, когда 

поверхность Ро отрезается от Р некоторой плоскостью. Пусть 
С — выпуклая область в этой плоскости, ограниченная кри- 
вой / — границей поверхности Ро. Сумма геодезических кри- 
визн кривой ^] на поверхностях Ро и СЦ, очевидно, существенно 
положительна. 

Подвергая кривую * малой регулярной деформации, со- 
храняющей её дугу, получим кривую 1’, кривизна которой 

мало отличается от кривизны кривой х в соответствующих 
точках. Пусть С” — область, ограниченная кривой 4’. Если 
кривая y’ достаточно близка к кривой 1, то для поверхно- 
стей Ро и С’ выполнены условия теоремы о склеивании, и 
следовательно, существует замкнутая выпуклая поверхность, 

составленная из поверхностей Р, и G’, изометричных Ро и С" 

соответственно. Покажем, что Fo не равна Ро. 
Действительно, у кривой \” есть точка А’, в которой кри- 

визна её больше, чем кривизна \ в соответствующей точке А. 
Если взять на 4’ близкую к ней точку В’, то расстояние 
между ними меньше, чем расстояние между соответствующими 
точками Аи В кривой 4. Отсюда следует, что простран- 
ственное расстояние между точками А и В границы поверх- 
ности Ро больше пространственного расстояния между соот- 

ветствующими точками границы поверхности Ро, и, следова- 

тельно, Ро не равна Ро. 
Теорема доказана полностью. 
С помощью «теоремы о склеивании» можно доказать много 

других теорем 0б изгибании выпуклых поверхностей. Так, 
например, может быть доказана 

Теорема 4. Если выпуклая регулярная поверхность 
с положительной гауссовой кривизной ограничена кривой 
со всюду положительной или отрицательной геодезической 
кривизной, то она не только допускает изгибания, но не- 
прерывным изгибанием может быть переведена в любую 
выпуклую поверхность, изометричную ей. 

10 Зак. 2666. А. В. Погорелов.
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$ 2. Замкнутые выпуклые поверхности 

В 1836 г. Миндинг высказал гипотезу о том, что сфера 
неизгибаема. Удалось это доказать значительно позже Либ- 
ману. Он доказал, что не только сфера, но любая аналити- 
ческая замкнутая выпуклая поверхность с положительной гаус- 
совой кривизной не допускает непрерывных изгибаний. В 1927г. 
С. Э. Кон-Фоссен доказал [11], что замкнутая трижды непре- 
рывно дифференцируемая поверхность 'Р с положительной 
гауссовой кривизной вообще не допускает изгибаний в том 
смысле, что каждая трижды непрерывно дифференцируемая 
поверхность, изометричная Р, равна Р. В 1943 г. Герглотц 
дал новое неожиданно простое доказательство теоремы Кон- 
Фоссена, ослабил несколько условие дифференцируемости по- 
верхности и снял требование положитёльности гауссовой кри- 
визны. А. Д. Александров, используя метод доказательства 
Герглотца, получил дальнейшее ослабление условий диффе- 
ренцируемости поверхностей в теореме Кон-Фоссена. 

В 1948 г. автор доказал [12], что замкнутые выпуклые 
поверхности ограниченной удельной кривизны неизгибаемы 

в классе выпуклых поверхностей. В частности, если Р— 
регулярная замкнутая выпуклая поверхность и ЕЁ, — выпуклая 
поверхность, изометричная Р, то она равна ЁР. Эта теорема 
имеет то преимущество над ей предшествующими, что отно- 
сительно поверхности Р, заранее не делается никаких пред- 
положений о её регулярности *). 

Здесь мы ограничимся только доказательством следующей 
теоремы. 

Теорема 1. Замкнутые регулярные (в смысле шести- 
кратной дифференцируемости) выпуклые поверхности с по- 
ложительной гауссовой кривизной не допускают непрерыв- 
ных изгибаний. 

Доказательство. Пусть Р, — замкнутая регулярная 
выпуклая поверхность с положительной гауссовой кривизной. 

*) В последнее время автор доказал неизгибаемость замкнутых 
выпуклых поверхностей в самых общих предположениях, именно; 
замкнутые выпуклые поверхности не допускают изгибаний в классе 
выпуклых поверхностей. Этот результат открывает новые возмож- 
ности применения «теоремы о склеивании» к проблеме непрерывных 
изгибаний выпуклых поверхностей.
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Предположим, что она допускает непрерывные изгибания. Тогда 
существует непрерывно зависящее от { семейство поверхно- 
стей Ё(0, изометричных Р;, содержащее Е при Ё= К, при- 
чём среди поверхностей Р([) для значений ¢, сколь угодно 

близких к (1, найдутся поверхности Ё2Р(1), не равные Р.. 
Среди таких поверхностей найдётся поверхность Ро такая, 

что расстояния между соответ- 
ствующими по изометрии т2ч- 
ками поверхностей F, u Fo, 
углы между соответствующими 
по изометрии направлениями 
этих поверхностей и углы между 
нормалями в соответствующих 
точках не превосходят малого 
положительного числа в. 

Расположим поверхности Р’` 
и Ро так, чтобы в начале ко- 
ординат О совпадали две со- 
ответствующие по изометрии 
точки поверхностей и соответ- 

ствующие по изометрии направления, чтобы общая касатель- 
ная плоскость поверхностей совпадала с плоскостью ху, а 
поверхнссти Ру и К. находились бы в полупространстве 2 > 0. 

Пусть г, (Х) — радиус-вектор произвольной точки поверх- 
HocTH Fy, a К. (Х) — радиус-вектор соответствующей по изо- 

метрии точки поверхности Fo. 
Могут представиться две возможнссти: 
1) для всех Х |7. (Х)|==| 15 (Х) |, 
2) для некоторых Х [м, (Х) |5 | №. (Х) |. 
Покажем, что если |7. (Х)|==|75(Х)| для всех Х, то 

поверхности Р; и Р. совпадают. Действительнс, проведём 
через две произвольные точки Х, и У, псверхности РЁ) 
сечение плоскостью, проходящей через начало координат. 
В сечении получим плоскую выпуклую кривую, отрезок кото- 
рой между точками Х| и Y,, не содержащий начала коорди- 
нат, обозначим 4,. Кривой \, по изсметрии на псверхности Ро 
соответствует кривая 4. (черт. 25). 

Развернём на плоскость конус, прсеектирующий кривую Yo 
из начала координат. При этом кривая 4. перейдёт в плс- 

скую кривую 4., равную по длине 1.. Так как расстсяние 

19 
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между концами кривой 4о не меньше расстояния между кон- 
цами кривой 1, то пространственное расстояние между 
точками XX; WH У, поверхности Р, не меньше пространствен- 
ного расстояния между соответствующими по изометрии 
точками Хо и У, поверхности Ро. 

Поменяв ролями поверхности Р, и Рь, приходим к обрат- 
ному заключению. Отсюда следует, что пространственные 
расстояния между соответствующими по изометрии точками 
поверхностей Р, и Р. равны. Поэтому равны и поверхности. 
В нашем расположении они, очевидно, совпадают. 

Рассмотрим второй случай. Пусть С — область на поверх- 
ности Р., где |г, (Х) | не равно |г› (Х) |, например, больше 
| Го (Х)|. Рассмотрим поверхность, заданную векторным урав- 
нением *) 

г(Х) = ri(A) ra (A) XcCG. 

ry (X) —72(X) 

Поверхность Ф расположена в полупространстве 2>0. 
Пусть 2==йЙ — плоскость, разбивающая ‘эту поверхность. 
Покажем, что часть поверхности Ф, расположенная под 
плоскостью 2==й, конечна. Действительно, точка Г (Х) по- 
верхности Ф удаляется в бесконечность только в том случае, 

если Х приближается к границе @, где г! (Х) — га (Х) =0. 
При этом, если точка Х приближается к точке Ху, лежащей 
на границе @, и Х. -Е0, то, очевидно, точка Г (Х) поверх- 
ности Ф неограниченно удаляется от плоскости ху. Покажем, 
что это будет и в том случае, если Х, =0. Действительно, 
расстояние точки г, (Х)--га(Х) от плоскости ху имеет 
порядок 5% (Х), где $ (Х) — расстояние точки Х от точки О, 

а г! (Х) —г2(Х) имеет порядок не ниже 53(Х). Поэтому 
расстояние точки г(Х) от плоскости ху неограниченно 
растёт, когда Х приближается к О. 

Параболоид 2--а = х?-|- у? при достаточно большом а 
содержит внутри себя ту часть поверхности Ф, которая 

*) Заметим, что поверхность Ф регулярна, так как вектор-функ- 
ция Г, при надлежащем выборе координат дифференцируема шесть 
раз, а следовательно, Г. при том же выборе координат дифферен- 
цируема по крайней мере четыре раза (теорема 1 $ 1 гл. УП).
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лежит ниже плоскости 2 =. Если этот параболоид аффинно 
сжимать относительно плоскости 2==й, то в некоторый 

момент он коснётся поверхности Ф в точке г (Ху), лежащей 
под плоскостью 2==#. Гауссова кривизна поверхности Ф 
в этой точке положительна. Покажем, что это невозможно. 

В окрестности точки Ху каждый из векторов г; (Х) 
(1—1,2) допускает следующее представление: 

г; (Л) =r, (Xo) + 4% (X) $ (Х) +B; (X) 1, + O (8° (X)), 

где $(Х) — расстояние точки X oT Ху, <; (Х) —единичный 
вектор касательной в точке Ху к кратчайшей, соединяющей 

точки Хи Ху, Е; (Х) — нормальная кривизна поверхности F; 
в точке Ху в направлении *; (№), п; — нормаль к поверхности 
Е; в точке Х.. 

Исходя из этого представления векторов г, (Х) и го (Х) 
для А, близких к Ху, будем иметь: 

F(X) — г (Хо) = 

= a (X) s(X) +8 (X)s?(X) + 7 (X) + 0(8° (4), CD) 
причём &(Х), В(Х) и 1 (Х) соответственно равны: 

& (Х) = * [ч, (Х) - ло (Х) — а (ат, (Х) — ат. (Х))]; 
В (Х) = — 2x [a,t, (X) — ant, (X)] & (X); 

¥(X) = x [ty Ry (X) пол. (Х) — а (пла, (Х) — па №» (Х))], 

где для краткости записи положено: 

1 
а; =! (Хо),  @=17(Х) а= (Ху), =. 

Умножая равенство (1) на единичный вектор нормали 
поверхности Ф в точке г (Ху), получим: 

(г (Х) — г (Хо)) п = AR, (X) ро (Х)) 52 (Х)-- О ($3 (Х›}, (2) 

roe A==% (n,n — (an) (a,n,)), » = % (пов - (ап) (аопо)). 
Относительно коэффициентов А и и существенно заметить, 

что они определяются только нормалями п, Пь, В и векто- 
рами а., Qo, а. 

Покажем, что А = — и -Е 0. То, что Л и в не могут обра- 
щаться в нуль одновременно, — ясно, в противном случае
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(г(Х) —г(Ху)) в= О ($3 (Х)), что невозможно, так как 
гауссова кривизна поверхности Ф в точке г(Ху) положи- 
тельна. 

Пусть 3: И 5›— два одинаковых сферических сегмента, 
касающихся поверхностей Р; и Ро в точках Г, (Хо) и Го (Ху) 
соответственно и обращённых выпуклостью так же, как по- 
верхности Р, и Ро. Установим между сегментами 5; и ва 
изометрическое соответствие, которое порождается соот- 
ветствием направлений в точках Г, (Ху) и го (Ху) так же, как 
и изометрическое соответствие поверхностей ЁР\, Fo. 

Представим теперь себе сегменты 3; И зо в роли поверх- 
ностей F, u Fy. Оказывается, в этом случае поверхность Ф 
есть плоскость и, следовательно, правая часть равенства (2) 
должна быть тождественно равна нулю. А так как для сег- 
ментов 5; И за имеем Ё, (Х) =. (Х) -Е0, то = — в. 

Итак, чтобы доказать равенство ^ = —, достаточно 
показать, что поверхность Ф, соответствующая сегментам с, 
И 3. в качестве поверхностей Р; и Ро, есть плоскость. 

Изометрическое отображение сегмента 5; на Sg можно 
продолжить в изометричзеское отображение /) всего простран- 
ства на себя. Это отображение будет, очевидно, движением 

пространства. Пусть r; (Х) —вектор произвольной точки Х 

пространства, а г. (Х) — вектор точки О(Х). Покажем, что 
концы всех векторов _ _ 

г. (Х) — га (Х) 
  

лежат в одной плоскости. 

Так как движение /) пространства можно разложить на 
поворот около некоторой прямой &, проходящей через начало 

координат, и параллельный перенос, то нетрудно указать 

точку X;, для которой вектор г, (X,)+ re (X,) napamnesen 
прямой =. Положим 

г (X) = a,+r, (X), ro (X) = ay + ry (X), 

где @ =7r,(X)), hy = Tp (Х). 
Очевидно, вектор Ро (Х) получается из г. (№) поворотом 

сколо прямой г, поэтому вектор r; (Х)— г. (Х) перпенди-
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кулярен к 5. Имеем: 

F(X) = РО ия 
2 (а г (X)—agrn(X)) 

Умножая вектор r(X) скалярно на BeKTOP (@,— 29), 
получим: 

г(Х) (%, — Gq) = 

a? — a2 + (a7, (X) — XP o(X)) + (24a (X) — 267, (XD) 
a? — a2 +.2(a,r, (X) — ar, (X)) | 
  — 

Так как вектор я, (X ) —fp (Х) перпендикулярен к г’, то 

(7 (Х) — Fa(X)) (4 — ®) =0. 

Отсюда 

OP, (KX) — Mofo (X ) = Ary (XK) — в,г. (Х ). 

Следовательно, 

г(Х) (# — аа) = 1. 
А это значит, что концы всех векторов г (К) лежатв од- 

ной плоскости, в которой, в частности, лежит и поверхность Ф, 

соответствующая сегментам в1, оо. 
Обратимся теперь снова к равенству (2). Теперь оно может 

быть переписано так: 

(r (X)—r (Xo)) t= A (Ry (X) — hg (X)) 8? (X) +0 (8° (X)). 
Так как поверхность Ф в точке F(X.) не может иметь 

с касательной плоскостью более тесного соприкосновения, 
чем параболоид, то коэффициент при 5°(Х) не может обра- 
щаться в нуль. А это значит, что либо для всех соответ- 
ствующих по изометрии направлений №, (Х) — № (Х) > 0, 
либо для всех соответствующих по изометрии направлений 
Е (Хх) — в. (Х) < 0. Но ни то, ни другое невозможно, так 
как в первом случае гауссова кривизна поверхности Р\ в точке 
г, (Хо) больше, чем в соответствующей по изометрии точке 
Го (Хо) поверхности Ро, а во втором — меньше.
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Мы пришли к противоречию. Следовательно, для поверх- 
ностей Р, и Ро должно быть |7, (Х)|==|7.(Х)| тожде- 
ственно. Но тогда поверхность Ро конгруентна Р,, что про- 
тиворечит предположению. 

Теорема доказана. 

$ 3. Бесконечные выпуклые поверхности, полная 
кривизна которых равна 2х 

Лучшие результаты, касающиеся изгибания бесконечных 
выпуклых поверхностей, принадлежат С. П. Оловянишникову. 
О них будет речь итти в следующем параграфе. В этом же 
параграфе мы докажем неизгибаемость широкого класса бес- 
конечных выпуклых поверхностей с полной кривизной 2. 

Теорема 1. Пусть г =7(х, у) — бесконечная полная 
выпуклая поверхность с регулярной метрикой и положи- 
тельной гауссовой кривизной. Пусть, далее, 1, — длина 
кривой пересечения поверхности г = (х, у) с плоскостью 
Z2=N, ®„— полная кривизна той части поверхности, 
которая лежит над плоскостью z= nN. 

Гогда, если [19,-—0 при п- со, то поверхность 
2 =) (х, у} не допускает изгибаний. Более того, каждая 
выпуклая поверхность, изометричная Р, равна Р*). 

Доказательство. Допустим, что теорема неверна. 
Тогда существует бесконечная выпуклая поверхность РУ, 
удовлетворяющая условиям теоремы, и выпуклая поверх- 
ность Ро, изометричная Р\, но не равная ей. 

Пусть 1,— линия пересечения плоскости 2 = п с поверх- 

ностью Р; и 1, — соответствующая по изометрии кривая на 

поверхности Ро. Покажем, что кривая 1, лежит между двумя 

близкими плоскостями, параллельными плоскости ху, расстоя- 
ние между которыми стремится к нулю при п-» со. Дей- 
ствительно, проведём цилиндр 7, проектирующий кривую 1, 

в направлении оси г. Пусть х — геодезическая кривизна кри- 

*) Эта теорема верна и без предположения о регулярности 
метрики поверхности. Достаточно потребовать ограниченность удель- 
ной кривизны [12]. Повидимому, среди условий теоремы существенно 
только то, что полная кривизна поверхности равна 2к.
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ВОЙ 1» на цилиндре, которую мы будем считать положитель- 

ной, если кривая Xn обращена выпуклостью в сторону 2 > 0, 

а х’— геодезическая кривизна кривой Tn на поверхности Ро. 

Проведём касательные плоскости в произвольной точке Х 
кривой 4” к поверхности Р, и цилиндру 2. Каждую из этих 

плоскостей прямая, касательная 0 
K ¥ в точке Х, разбивает на / 
две полуплоскости. Обозначим те 
из них, к которым прилегают ко- 
нечная часть поверхности Fo, 

ограниченная кривой 1„› и часть 

цилиндра &, идущая от кривой 
и 

1, вниз, а и В соответственно 

(черт. 26); тогда, если обозначить 
через © и ® углы, образуемые 
главной нормалью кривой 1, в 

точке Х с полуплоскостями @ HU 
р, и через Ё кривизну кривой 4,, то геодезические кри- 

визны 4» в точке Х на поверхностях Рои 2 соответственно 

равны 

  

          
Черт. 26. 

*“=kcose, «=k cos, 

* ns 
Так как № и x’ положительны, то $ 5. Далее, 

OT 
<<. Поэтому х< к. 

Так как 

= [245 = 0, х<х, 2«/>0, 

Тв in 

TO 

f lzlds <2¢,, 
Vy 

Возьмём за начало отсчёта дуг вдоль кривой 1» точку, 

наиболее удалённую от плоскости ху. Тогда превышение
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точки Х, кривой 1„, соответствующей дуге $1, над точкой Х., 

соответствующей дуге $, не превосходит 

5. 

f |sin 9 | ds, 
5: 

где ) — угол, образуемый касательной к кривой 1,, с пло- 

скостью ху. И так как 

  

. р, 

= Ге] < Г ds < 2, 
0 0 

то превышение точки Х, над точкой Хь не превосходит 

[52 — 51 | 22, < 24, 

Отсюда следует, что кривая |» находится между двумя парал- 
лельными плоскостями, удалёнными друг от друга на расстояние, 
не превосходящее 20{„. 

Совместим параллельным сдвигом поверхности F, u Fy 
точками О; и Os, соответствующими по изометрии. Пусть 
2. (Х) — расстояние точки Х поверхности Ро от плоскости ху, 
а 2. (Х) — расстояние от плоскости ху соответствующей по 
изометрии точки поверхности Р.. 

Положим 

ту == max | 2; (Х) — г. (Х)|, пь= шах ‚| 2з(Х) — 22 (УР) 
ХС с, Хх, УСТ), 

где ох — конечная область поверхности Ро, ограниченная кри- 

ВОЙ “к. 

Могут быть только два предположения: либо ту. = 0 для 
всех К, либо, начиная с некоторого А =А, т, >е> 0. 

Если ту = 0 для всех А, то 2, (А) = 25 (Х) тождественно, 
и поверхности Р., Ро равны (см. доказательство теоремы 1 
$ 1 гл. Ш). 

Допустим, что для достаточно больших Е имеет место 
неравенство т, > в > 0. Так как п, -›0 при Е —> со, то най- 
дутся такие АЕ, для которых т; > п,. Поэтому поверхности F, 
можно сдвинуть в направлении оси 2 так, что максимум
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|2, (Х) — 25 (Х)| для Ха Gy, He будет достигаться на is HO 
это противоречит лемме 3 $ 1 гл. Ш. 

Теорема доказана. 
Недостатком теоремы | является то, что в ней содержится 

внешнее требование, наложенное на поверхность Р’,. Ниже- 
следующая теорема свободна от этого требования. 

Теорема 2. //усть Е — бесконечная выпуклая поверх- 
ность с регулярной метрикой и положительной гауссовой 
кривизной; Р — фиксированная точка на этой поверх- 
ности; К (Ю) — геодезический круг на поверхности Е с цен- 
тром Р и радиусом К, %(Ю) — полная кривизна круга К(Ю), 
1(Ю) — длина наименьшей кривой на поверхности, охваты- 
вающей круг К(Ю). 

Тогда, если (2 —% (Ю)) (Ю) —>0, когда Ю + со, то ка- 
ждая выпуклая поверхность ЕР\, изометричная Е, равна Е. 

Доказательство. Расположим поверхность Р над пло- 
скостью Ху так, чтобы она однозначно проектировалась на 
эту плоскость. Проведём две плоскости а; и 4%, параллель- 
ные плоскости ху, упирающиеся в окружность геодезического 
круга К(Ю) сверху и снизу соответственно. Пусть #, и 
йо — расстояния плоскостей я, и ао от точки Р, Ди [5 — длины 
кривых 1, И Yo, MO которым плоскости @, и ао пересекают 
поверхность Р. 

Имеют место следующие два неравенства: #, < R, hg > R— 
—/,— 2a, rae а — расстояние от точки Р до горизонтальной 
касательной плоскости поверхности Р. Первое из этих нерз- 
венств очевидно, второе легко получается применением тео- 
ремы 1$ 2 гл. I. 

Пусть ® — полная кривизна шапочки, отрезаемой пло- 
скостьо а, от поверхности Р. Покажем, что (2 —%.) (1 — 0, 
когда Ю > со. Для этого покажем прежде всего, что выпол- 
няется неравенство: Д > [(Ю®) 2.4. Первая часть этого нера- 
венства очевидна, так как кривая {, охватывает Kpyr K(R), 
а 7 (R)— длина минимальной кривой, охватывающей этот круг. 
Легко видеть, что имеет место и вторая часть неравенства. 
Действительно, пусть } — кривая наименьшей длины, охватыва- 

ющая круг К(Ю), {— её проекция на плоскость ао. Кривая 1 
охватывает кривую 4, поэтому её длина не меньше 4/5. Но 

длина кривой *] не меньше длины 1. Поэтому [(^) 2Б.
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Так как круг К(Ю) лежит под плоскостью @&, то 
9 (Ю) <$.. Далее, мы показали, что < ККЮ). Поэтому 
(2= —ф,) 4—0 при Ю-› со. 

Спроектируем кривую 45 на плоскость a, из точки Р. При 

этом мы получим кривую Yo B плоскости я, охватывающую 

кривую 1!. Из подобия кривых 40 И 4о и полученных выше 

оценок для Ay WM Й. легко заключаем, что длина кривой о не 

больше Roa . Но кривая 4» охватывает кривую 1. 

ьЮ ly ag # 
Поэтому д < R—l,—2a . Tak Kak R —> 0 при R < ), 

то (2—4) 0 при Ю -—+ со. После этого достаточно при- 
менить теорему 1. - 

$ 4. Бесконечные выпуклые поверхности, полная 
кривизна которых меньше 25 

Пусть Р — бесконечная выпуклая поверхность, О — любая 
её точка и Р, — поверхность, полученная из Р преобразова- 
нием подобия относительно точки О с коэффициентом подо- 

1 
бия —. При п» со F, сходится к конической поверх-‘ 

ности А(Р), ограничивающей конус, образованный полупря- 
мыми, исходящими из Ои целиком принадлежащими выпуклому 
телу, ограниченному поверхностью Р. Конус К(Р) определён 
поверхностью Р однозначно с точностью до параллельного 
переноса (зависящего от выбора точки О) и вырождается 
(в полупрямую) в том и только в том случае, когда полная 
кривизна поверхности ЁР равна 2т. Конус А(ЁР) называется 
предельным конусом поверхности Р. 

Кривая у на бесконечной выпуклой поверхности Р назы- 
вается лучом, если она обладает следующими свойствами: 

l 
*) Если бы отношение р не стремилогь к нулю при Ю- со, 

то внутри поверхности Р из точки Р можно было бы провести 
полупрямую, не пересекающую поверхность, кроме полупрямой, 
лежащей на положительной полуоси 2. Но тогда сферическое изо- 
бражение поверхности ГР не покрывает полусферу, а вместе с тем 
является выпуклой областью, и, следовательно, имеет площадь, 
меньшую 2м.
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1) 1 имеет начальную точку, от которой вдоль * можно 
отложить произвольно большую длину $; 

2) длина всякой дуги кривой * равна расстоянию на Р 
между концами дуги. 

Оказывается, что направление касательной к кривой 1 
при 5$-—>со сходится к направлению одной из образующих 
предельного конуса поверхности. Эта образующая называется 
предельной образующей для луча yx. 

Понятие предельного конуса, луча и его предельной 
образующей введены С. П. Оловянишниковым в работе [13]. 
Там же содержится его теорема об изгибании бесконечных 
выпуклых поверхностей. Эта теорема гласит: 

Пусть Е — бесконечная выпуклая поверхность ци { — луч 
на Е. Если К — произвольная выпуклая коническая поверх- 
ность с той же полной кривизной, что и Е, а Е — любая 
её образующая, то найдётся выпуклая поверхность Р*, 
изометричная Е, одинаково с ней орцентированная и такая, 
что К будет предельным конусом для Р*, а Е — предельной 
образующей для \* (где {* — образ { на Е*). 

Автор в работе [12] доказал, что бесконечные выпуклые 
поверхности ограниченной удельной кривизны *) с полной 

кривизной меньше 2т (в частности, поверхности с регулярной 
метрикой и положительной кривизной) при фиксированных 
данных С. П. Оловянишникова определяются их метрикой 
однозначно с точностью до параллельного переноса. Именно, 
доказана следующая 

Теорема 1. Пусть Р, и Ра— две бесконечные выпук- 
лые, с полной кривизной меньше 2п, изометричные, оди- 

наково ориентированные поверхности с ограниченной удель- 
ной кривизной, имеющие общий гладкий предельный конус К, 
и образующая Е этого конуса является предельной обра- 
зующей для двух соответствующих по изометрии лучей 1, 
и {о поверхностей Р\ и Fo. 

Тогда поверхности Е\ и Ро равны и параллельно рас- 
положены, т. е. могут быть совмещены параллельным 
переносом. 

*) Ограниченность удельной кривизны для бесконечной выпук- 
лой поверхности понимается как ограниченность удельной кривизны 
в любой ее конечной части.
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С помощью этой теоремы и теоремы С. П. Оловянишни- 
кова мы докажем сейчас теорему о непрерывных изгибаниях 
бесконечных выпуклых поверхностей. 

Теорема 2. //усть Е, и Ре. —0ве бесконечные, регу- 
лярные, с положительной гауссовой кривизной, изометрич- 

ные, одинаково ориентированные выпуклые поверхности 
с полной кривизной меньше 2, Кри Ко— их гладкие пре- 
дельные конусы, Е и & — предельные образующие для двух 
соответствующих по изометрии лучей 1; и то. 

Гогда существует непрерывное изгибание поверхности Е, 
в поверхность Ро. 

Доказательство. Очевидно, достаточно показать, что 
каждую из поверхностей Р, и Рь можно непрерывным изги- 
банием перевести в поверхность с круговым предельным кону- 
сом. Построим такое изгибание, например, для поверхности Р'. 
Введём прямоугольные декартовы координаты так, чтобы 
начало координат О находилось в вершине конуса К, — пре- 
дельного конуса поверхности ЁР,, положительная полуось г 
проходила внутри конуса К\, весь конус — в полупростран- 
стве г >> 0. 

Проведём плоскость 2==1. Она пересекает конус по 
выпуклой кривой х.. Построим параллельную ей кривую на 

расстоянии A CT неё, а затем эту кривую уменьшим подобно 
относительно центра, лежащего на оси г в плоскости г =1| 
так, чтобы конус с вершиной О, проведённый через эту кри- 
вую, имел ту же кривизну, что и К,. Обозначим этот 
конус К,). При А» со конус Кур сходится к прямому кру- 
говому конусу с осью 2. 

Отметим на каждом конусе К}, образующую, которая 
получается в сечении конуса А. полуплоскостью, выходящей 
из оси 2 и содержащей предельную образующую луча 11. 
Так отмеченную образующую на конусе А.) обозначим (1. 

По теореме С. П. Оловянишникова существует поверх- 
ность Р:), изометричная Р\, одинаково с ней ориентированная, 
имеющая конус К.) в качестве предельного конуса, его обра- 
зующую 1) —как предельную образующую луча 11», соот- 
ветствующего по изометрии лучу \:, точку О — как началь- 
ную точку луча 11). 

Из теоремы 1 следует, что поверхность ЁР)) изме- 
няется непрерывно при непрерывном изменении *. При л» со
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она переходит в поверхность с круговым предельным ко- 
нусом. 

Если поверхность Р, регулярна в смысле шестикратной 
дифференцируемости, то все поверхности F,, TOxKe регулярны 
(теорема 1 $8 1 гл. УП) в смысле четырёхкратной дифферен- 
цируемости. Таким образом, существует регулярное изгибание 
поверхности Р, в поверхность Pe 

Teopema доказана. 
В заключение докажем следующую теорему 0б изгибании 

выпуклых шапочек. 
Теорема 3. /Лусть Р — регулярная выпуклая шапочка 

с кривизной wo, @ — любая выпуклая область на единичной 
сфере с площадью, равной ®. 

Тогда непрерывным изгибанием шапочку Е можно пере- 
вести в выпуклую поверхность, для которой область С 
будет её сферическим изображением. 

Доказательство. Касательные плоскости шапочки Р 
огибают некоторую бесконечную выпуклую поверхность © 
с полной кривизной ®. Эта поверхность состоит из шапочки Г 
н некоторой развёртывающейся поверхности. 

По теореме 2 поверхность Ф можно непрерывным изгиба- 
нием перевести в поверхность Ф’ с предельным конусом, 
имеющим сферическое изображение С. 

Область на поверхности Ф’, изометричная шапочке Р, и 
будет поверхностью, существование которой утверждается 
теоремой.



ДОПОЛНЕНИЕ [ 

О РЕГУЛЯРНОСТИ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ - 

В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА 

Рассмотрим уравнение 

Ar-- 2Bs +- Ct = Dz, (1) 

относительно которого будем предполагать следующее: 
1) коэффициенты А, В, С, ) суть аналитические функ- 

ции хиу в круге w (x?-++ y? < a?); 
2) в упомянутом круге АС — В? 0 (условие эллиптич- 

ности), А>0 и р>0. 
С. Н. Бернштейн доказал, что в предположениях 1) и 2) 

краевая задача для уравнения (1) всегда разрешима для любой 
аналитической функции, заданной в качестве граничных зна- 
чений решения. Более полно: если (Ss) — любая аналитическая 
функция дуги окружности круга «, то всегда существует и 
притом аналитическая в круге ®х функция 2(х, у), удовле- 
творяющая в упомянутом круге уравнению (1) и принимающая 
на его окружности значения ох ($) *). 

Эту теорему С. Н. Бернштейн получает из общего пред- 
ложения, доказанного им для линейных дифференциальных 
уравнений в частных производных второго порядка эллипти- 
ческого типа, благодаря возможности получения в данном 
случае априорных оценок для максимума модуля решения и 
его производных первого порядка. В ходе изложения нам 
понадобится не только факт существования решения краевой 

*) Эту теорему, а также другие теоремы С. Н. Бернштейна, 
которые цитируются в этом дополненин, читатель может найти в [6].
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задачи уравнения (1), но н возможность получения указанных 
выше оценок. В связи с этим мы воспроизведём известное 
рассуждение С. Н. Бернштейна, делая незначительные отсту- 
пления в сторону упрощения, что оказывается возможным 
благодаря частному характеру рассматриваемого уравнения. 

Начнём с оценки максимума модуля решения 2(х, у). 
Покажем, что этот максимум не превосходит максимума 
модуля функции © ($), заданной на границе круга ow. Дей- 
ствительно, допустим, чго это неверно. Тогда максимум 
модуля функции 2(х, у) достигается в некоторой внутренней 
точке Р круга w. B этой точке для функции г выполняются 
обычные условия: 

  

    

0(21) A(z) (22) 2 (2%) 
Oe у =0, Ger SO Gyr So 

92(2?) 0?(2?) д2 (2?) \? 

0х? ду? — (555) > 0 

В силу условия 2, которому удовлетворяют коэффициенты 
уравнения (1), форма 

AS? + 2Bin-- Cr? 

положительно определённая. Поэтому выражение 

A (27) ne + 2B (2") any + C (27) yy = 2 (Ar + 2Bs + Ct) < 0. 

Отсюда следует, что 2 в точке Р равно нулю, так как 
Ar +-2Bs +- Ct= Dz, a О›> 0. Таким образом, действительно, 
максимум модуля PeuleHHA 2(x, y) B Kpyre ® не превосходит 
максимума модуля функции © (Ss). 

Оценим теперь верхнюю грань модулей р и 4 — первых 
производных решения 2(х, у). Следуя С. Н. Бернштейну, 
получим такие оценки сначала на границе круга w. 

Так как производная 2 по дуге окружности круга ® огра- 
ничена максимумом модуля первой производной функции о (5), 
то нам достаточно оценить верхнюю грань модуля производ- 
ной 2 по радиусу круга. Найдём, например, оценку сверху 
для этой производной (оценка снизу получается аналогично). 
Для этого введём в уравнение (1) функцию и (х, у), связан- 
ную с 2(х, у) равенством 

2 =—п- Ши, 

11 Зак. 2666. А. В. Погорелов,
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где и— максимум модуля 2 в круге ®. Уравнение (1) при 
этом принимает вид: 

Allg, + 2Bugy + Cty = 

1 — = (Ашз-| 2Визиу -- Сишу) -- 2 (—п-+ ши). (2) 

Получение оценки для 2, — производной функции 2 по 
радиусу круга ® — равносильно получению оценки для и,. 

Так как А, С, АС — В? в круге &« имеют положительную 
нижнюю грань, а и>0 и ограничено (поскольку ограничен 
модуль 2), то при достаточно большом т для любых значе- 
ний и, и и,, удовлетворяющих неравенству 

2 2 

из -- иу > т, 

правая часть уравнения (2) положительна. Далее, легко ука- 
зать такое т., что если и, > т‚, TO и, ри >т. 

Обозначим через 1 кривую на поверхности, заданной 
уравнением г = и(х, у), которая проектируется в ограничи- 
вающую круг ® окружность. Проведём в произвольной 
точке 5 кривой 4 касательную плоскость к ней. Пусть 
2 =9 (х, у) — её уравнение, ©, — производная функции ® (х, у) 
вдоль радиуса, идущего в проекцию точки $. Из геометри- 
ческих соображений ясно, что существует число т. >0, 
зависящее только от максимума модуля функции ф ($) и её 
производных до второго порядка, такое, что если UV, > то, 

то вся кривая *] располагается ниже построенной плоскости, 
кроме точки $5, которая лежит на ней. 

Теперь легко видеть, что и, < 2 (т, |- то). В самом 
деле, допустим, что в точке, которая служит проекцией 
точки ©, и 2 2 (т. -- тэ). Строим в точке $ касательную 
плоскость, для которой 2(т‚ -- т.) >v,>m,-- my. Она 
разбивает поверхность 2 ==и(х, у), причём весь край по- 
верхности находится снизу. Поэтому существует параллель- 
ная ей плоскость, касающаяся поверхности в некоторой 
точке, причём вся поверхность располагается ниже этой пло- 
скости. Пусть Р — проекция точки касания на плоскость ху. 
В точке Р левая часть уравнения (2) неположительная, так 

Kak Uy, <0, Uy <), Uy gl yy — Uy > 0, в то время как 
правая часть больше нуля, потому что и -- и, >т. 

y)



ДОПОЛНЕНИЕ 1 163 

Итак, для верхней грани модулей производных решения 

2(х, у) уравнения (1) на границе круга « может быть ука- 
зан верхний предел в зависимости только от верхней грани 

модулей коэффициентов уравнения (1), верхней грани модуля 
функции ©(5) и её производных до второго порядка, ниж- 
ней грани А, Си АС— В? в круге в. 

Теперь, когда получены оценки для модулей первых про- 
изводных функции 2 на границе круга ®, нетрудно получить 
их и во всём круге. Для этого рассмотрим выражение 

w = p?-t q?. 
Если максимум достигается на границе круга , TO 

способ получения оценок для р и 4 ясен. 
Допустим, что максимум ® достигается в точке Р внутри 

круга и больше нуля. Не ограничивая общности, можно 
считать, что в этой точке р = 0, так как выражение W 
инвариантно относительно поворота системы координат, а над- 
лежащим поворотом её можно всегда добиться, что р в дан- 
ной точке будет равно нулю. Далее, в точке Р 4, = 
и так как р —=0, то это даёт $5 ={==0. Наконец, 

Ам, -Е 2BWey + CW yy = 7 (Adaw + 2 Ва wy + CI yy) <0. 

Разделив уравнение (1) на Л и дифференцируя его по у, 
будем иметь в точке Р 

2B С 0 (Dz 
Vax ta day + Iw = ay (a): 

= 0, 
у 

Или: 

(Adee Ват, + CA yy) = DG? А 235 (л) 9 79 сх Ч зу Чуу) —= #9 oq ду \А/* 

Отсюда следует, что в точке Р величина = 4? не пре- 
ВОСХОДИТ 

2 Ага (Б\\ 
22 в (ау (7) - 

Таким образом, для уравнения (1) в круге ® может быть 
указан верхний предел модулей производных первого порядка 

решения 2(х, у) в зависимости только от верхней грани 
модулей коэффициентов уравнения, их производных первого 
порядка, нижней грани А, С, АС— В?®, верхней грани модуля 
функции (Ss) и её производных до второго порядка. 

|1*
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В ходе доказательства теоремы о регулярности решений 
уравнений эллиптического типа нам понадобятся некоторые 
свойства функций, удовлетворяющих условию  Гёльдера. 
Чтобы не прерывать этого доказательства, мы сначала рас- 
смотрим эти свойства. 

Пусть в области С задана функция /(х\, хо, ...,х,) 
переменных X,, Х., ..., х„ (коротко —/(х)). Говорят, что 
функция /(х) удовлетворяет условию Гёльдера с показате- 
лем а (0<а< 1), если для любой пары точек х и ув обла- 
сти С выполняется неравенство 

А) ЛС —ФУР, 
где |х-—у|-— расстояние между точками хи у, а С— по- 
стоянная, которую называют постоянной Гёльдера. 

В дальнейших построениях выбор области С будет нахо- 
диться в нашем распоряжении. Поэтому мы ограничимся 
рассмотрением случая, когда эта область. есть й-мерный шар. 

Если функция /(х), заданная в П-мерном шаре, имеет 
всюду равномерно ограниченные первые производные по 
всем аргументам, то она в этом шаре удовлетворяет усло- 
вию Гёльдера с любым положительным показателем, меньшим 
единицы. 

Действительно, 

в 

Аб) — Л) = ХУ, 2... Мю Укр +++» Уи) — 

— Л (х1, oo ty Xk 15 Ук ee ., Ут). 

Отсюда 

| (x) —f(y) |< aM|x—y|<nMal~*|x—yF, 
где /М— верхняя грань модулей первых производных функ- 
ции /, а 4-— диаметр шара. 

Утверждение доказано. 
Пусть / (х) — функция, заданная в л-мерном шаре |х| < 

«аУп с равномерно ограниченными и непрерывными про- 
изводными первого порядка. Пусть, далее, $, (&), $5 (), ... 
..., Ф„ (&)— п функций, заданных в двумерной области С, огра- 
ниченных по модулю постоянной а и удовлетворяющих в этой 
области условию Гёльдера с показателем а и постоянной 
Гёльдера С. | 
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Тогда функция /( =/($.,...,Ф„) в области @ удов- 
летворяет условию Гёльдера с показателем х и постоянной 
Гёльдера, зависящей только от С и верхней грани М моду- 
лей производных функции f no x,(R=1,..., п). 

В самом деле, подобно предыдущему, легко получаем 
неравенство 

| f (x) —F(N)|<M Ll ee— sul. 
Далее, 

| Px (8) — oe (|< ClE— aI. 
Отсюда 

1 — (9 | <nMC|E—y |. 

Утверждение доказано. 
Лемма. /Тусть в п-мерном шаре ®, (|х|<а) задана 

т раз дифференцируемая функция }(х), т-е производные 
которой удовлетворяют условию Гёльдера с показателем в 

и постоянной Гёльдера С. Пусть, далее, х — шар с тем 
а 
2 e 

вует nochedosamersnocms aHaAumuyeckux gynKkyui f, (x), 
сходящихся равномерно с их производными до т-го порядка 

в шаре ® к функции Г(х), причём т-е производные функ- 

ций }, (х) удовлетворяют в шаре ® условию Гёльдера с пока- 
зателем а и постоянной Гёльдера, не зависящей от Ё. 

Доказательство. Положим 

4|x— y |2\k а. 
м) ‚ если [х—У| < 5; 

a 
2 

же центром, 4MO U w,, HO € paduycom Гогда сущест- 

Du (X,Y) = 
0, ecmu |x—y|> 

Здесь А, — постоянная, определяемая из условия 

f Pe(x, уау=т (dy =dy,dyy ... dy,) 
1 

pH xCo. 

Функция ру (х, у) при |х —уУ| «5 есть, очевидно, много- 

член степени 2k,
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Построим теперь т-—-1 раз дифференцируемую функцию 
Ф (Хх), удовлетворяющую условиям: 

а) Ф(х) =1 внутри шара в, 
6) $(х) = 0 вне шара в. 
Очевидно, построение такой функции не составляет труда. 
Положим 

f (x) =f (x) 9 (x). 

Функция /(х) внутри шара ® совпадает с` функцией } (х). 
Поэтому наше утверждение достаточно доказать для неё. 

Рассмотрим последовательность аналитических функций 

№9 = [0 рь(* у) 4 

Из непрерывности функции f (x) следует равномерная 

сходимость функций у. (х) к /(х) в области о. 
Вычислим производную /» (х) по ху 

kIT = lim -— ‚ (х-ЕА dy — an, Jim вх; |, f(y) pp (x -b Ax, y) dy 

1 

— fF Pal vay], 
1 

где 

Ах = (0,..., Ах,..., 0). 

Сделаем замену’ переменных в первом интеграле, пола- 
гая у’—= у-- Ах. Тогда выражение под знаком предела при- 
мет вид 

a | [70 -- Ах) рь (х, у) ау — [7 (У) рк(х, У) dy), 

где Фо — новая область интегрирования, т. е. шар ,, CMe- 

щённый на Ах.
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Последнее выражение удобно представить в следующей 
форме: 

== | Ро -- А) рь (в, У) ау 

r
u
e
 

+ fa Fy + Ax) —F (yh pe(% 9) y+ [Foy n(x, vay |. 
а о 
Здесь области интегрирования 5, ®, и ®; имеют сле- 

дующие значения: ®; — часть шара ®„, лежащая вне шара ®,, 

®1— часть шара ©,, лежащая вне шара Фо, наконец, во — 
общая часть шаров ©, WH 9. Из трёх интегралов первый и 

последний равны нулю, так как f(y-+Axv)=0 B Ws, 

а }(у) =0 в в. Поэтому 

  

е _ 
а lit tar |] UO +8) FOI 6 = 

= | LM) p(x, y)dy. 
"1 

Из непрерывности производных oe следует равномер- 

Ofx (x) of (x) of (x) 
ная сходимость —*“^” к —\” те  к-”“7 в области в. 

д OX) OX] ' OX] 

Применяя TO же рассуждение к первым производным, уста- 
навливаем равномерную сходимость вторых производных и 
т. д. до производных 7-го порядка. 

То, что т-е производные функций Ху (х) в ® удовлетво- 
ряют условию Гёльдера, с показателем а и постоянной 
Гёльдера, не зависящей от А, устанавливается также легко. 

Пусть, например, Л) (х) — какая-нибудь т-я производная 

функции /, (х). Тогда, подобно тому как для первых произ- 
водных, имеем: 

Fo (x) = | 12 (у) рь (сх, у) у. 
w 

1
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Далее, 

[0 (xp Ax) — FM (x) = 
= fF (y+ Ax) — f(y) рь y) dy. 

12 

Отсюда 

AE) ep A) — FM) |< C| Ax p 
Утверждение доказано полностью. 
Переходим к изложению основного результата. 
Теорема 1. /Лусть Р(х, у, 2, р, 9, г, $, № =0 — урав- 

нение в частных производных второго порядка эллипти- 
ческого типа, 2(х, у) —его трижды непрерывно диффе- 
ренцируемое решение в области (Ц. 

Тогда, если функция Е дифференцируема п раз по 
всем аргументам, то функция 2(х, у) в области G дид- 
ференцируема по крайней мере п--1 раз. 

Доказательство. Введём в рассмотрение уравнение 

А» -- 2B ony + Сбуу = Dz, (3) 
где 

A=F,, 2B=F, С=Ё, 

2h (Fy + Fy) — Fy —8Fy — PP, — Бь 
Pr Phe? + y*) 

и постоянные ^, в выбраны так, что в малом круге ®, це. 
ликом лежащем в области С, выполняются неравенства 

21 (Е,-- Е) — "РЕ, — РЕ. —рЕ,— Е, > 0, 

ЮРА Е У) > 0. 
А, В, С, Р — известные функции от х иу в том смысле, 
что после формального их выражения через производные Р 
мы подставляем 2 (х, у) (решение уравнения Ё = 0) и его про- 
изводные р, (, Г, 5, {. 

Непосредственной проверкой убеждаемся в том, что фун- 
КЦИЯ 

О ==   

Cpt ptacetty’) 
удовлетворяет уравнению (3).
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Пусть ®* — круг, концентричный кругу ®, в два раза 
большего радиуса. Если радиус круга ® мал, то круг o* 
целиком лежит в области @. Поэтому можно считать, что 
коэффициенты уравнения (3) имеют непрерывные и равно- 
мерно ограниченные первые производные в круге ®*. 

Способом, указанным выше, построим последовательность 
аналитических функций А„, В„, С„, Оь, Ри. Из них первые 
четыре сходятся равномерно в круге ® к А, В, С, D coor- 
ветственно вместе с их производными первого порядка, 
а функция р, сходится равномерно в этом круге к р вместе 

с производными второго порядка. 
Рассмотрим уравнение 

Аб + 2 Babay + Сб — Dif, (4) 

где 

=> A = D aor An= eee) Dy =z, 4, =У А,С,— В. 
n n 

При достаточно больших п имеем A,C,—B2>0 u 
р, > 0. 

Поэтому по цитированной теореме С. Н. Бернштейна 
существует аналитическое решение @&, уравнения (4), при- 
нимающее на границе круга ® значения и р„-- Л (х? -- у?). 

Далее, из предложения об оценках максимума модуля 
решения уравнения (4) и первых производных этого решения 
следует существование не зависящих от п оценок для |6, | 

oy, on 

гут быть получены в зависимости только от верхней грани 
модулей коэффициентов уравнения (4), их производных 

первого порядка, верхней грани модулей величин =: = ; 

верхней грани молуля функции р» и её производных второго 

порялка. Из свойств сходимости функций А,,..., О‚, р» 
следует, что для всех упомянутых величин, начиная с 
некоторого п, может быть указан верхний предел, не зави- 
сящий от п. 

Для линейных уравнений в частных производных второго 
порядка эллиптического типа имеет место следующая теорем? 
Шаудера [14]. 

  

в круге ©. В самом деле, такие оценки мо- 
 



170 ДОПОЛНЕНИЕ 1 

Пусть в ограниченной области @ переменных х/, хо 
рассматривается линейное уравнение в частных производ- 
ных эллиптического типа: 

а: (ХХ) Из в, Рае (хо) Uy 2, Г 952 (X,%9) Uae ==] (Хе), 

причём аа» — 1, ==1. Пусть, далее, в замкнутой обла- 

сти Ч коэффициенты уравнения аз; и его правая часть 
удовлетворяют условию Гёльдера с показателем a-t-e 
(О< < 1, => 0) и постоянной Гёльдера М. 

Тогда, если вторые производные решения и(х, у) удо- 
влетворяют условию Гёльдера с показателем a, mo OAR 
верхней грани модулей производных и (х, у) первого и вто- 
рого порядка в области В, которая вместе с границей 
содержится в Ц, и для наименьших постоянных Гёльдера 
вторых производных функции и(х, у) в области В отно- 
сительно показателя « может быть указан верхний пре- 
дел в зависимости только от М, максимума модуля 
и(х, у) в С и расстоянии области В от границы области (. 

Применяя к уравнению (4) теорему Шаудера, заключаем, 
что внутри круга &®,, содержащегося внутри круга ®«, модули 
вторых производных решения @, равномерно (пох, уип) 
ограничены, и эти производные удовлетворяют условию Гёль- 
дера с показателем а (0<а<1) в круге в, с постоянной 
Гёльдера, не зависящей от ип. Действительно, оценки для 
упомянутых величин зависят только от постоянной Гёльдера 

для коэффициентов А„, В„, С» правой части уравнения, т. е. 

Cw Dn и максимума модуля решения €, в круге ®. Но для 
постоянной Гёльдера может быть указано число, годное для 
всех и, а оценка верхнего предела (,„, не зависящая от п, 
получена ранее. 

Последовательность функций &,, равностепенно непрерывна 

в круге ®, а их производные второго порядка в круге , 
удовлетворяют условию Гёльдера с показателем х и постоянной 
Гёльдера С, не зависящей от п. Поэтому можно выбрать 
сходящуюся подпоследовательность функций („,. Предельная 

функция & этой подпоследовательности будет дважды диф- 
ференцируемой во всем круге (кроме, быть может, его гра- 
ницы) и в любом круге ®., целиком содержащемся в в, а 
её вторые производные будут удовлетворять условию Гёль-
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дера с показателем а. Кроме того, функция 6 будет удовле- 
творять предельному уравнению, т. е. уравнению (3), и сле- 
довательно, в силу единственности решения уравнения (3) 

ВЕРА м у"). 
Отсюда мы делаем важный вывод, что третьи производ- 
032 032 032 

е 5.3 дхаду’ дхду? решения уравнения ГР ==0 в круге ®, 

удовлетворяют условию Гёльдера с любым положительным 
показателем, меньшим единицы. В силу равноправия пере- 
менных Хх и у таким же свойством обладает производ- 

032 
Я ays" 

Итак, использовав пока только двукратную дифферен- 
цируемость функции ЕР и трёхкратную дифференцируемость 
решения 2(х, у), мы показали, что третьи производные ре- 
шения в круге ®«, удовлетворяют условию Гёльдера с любым 
положительным показателем, меньшим единицы. Это даёт 
нам право утверждать, что функции А„, В,, С„, О, в круге ®. 
не только обладают непрерывными производными, но что 
эти производные удовлетворяют условию Гёльдера с показа- 
телем х и постоянной Гёльдера, не зависящей от п. 

Продифференцируем уравнение (4) по х или по у. Диф- 
ференцируя, например, по у, получим: 

> 02 (ly, 5 0, [0% ; > 9? (06, > 
An yaa ( gt) +28, Ox Oy (52)+ Ch (=) == In: 

Применяя к этому уравнению теорему Шаудера, заклю- 
чаем, подобно предыдущему, что функция 2(х, у) имеет 
в круге ®о, содержащемся в круге в, четвёртые производ- 
ные, удовлетворяющие условию Гёльдера. 

Итак, использовав трёхкратную дифференцируемость функ- 
ции Г, мы дохазали четырёхкратную дифференцируемость 
решения 2 (х, у). Доказательство существования производных 
пятого и последующих порядков функции 2 (х, у) проводится 
так же, как и для производных четвёртого порядка. 

Теорема доказана. 

НЫ 

на 
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ОБ ОЦЕНКАХ ДЛЯ ПРОИЗВОДНЫХ 

РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

ВТОРОГО ПОРЯДКА ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА 

Теорема 1. Пусть 

Р(х, У, 2, р, 4, Г, $, й=0 (1) 

— уравнение в частных производных эллиптического типа 
и 2=2(х, у) —его регулярное решение в области @ пло- 
скости ху. 

Тогда для модулей третьих производных функции 2 
в точке (х, у) области С могут быть получены оценки 
в зависимости только от верхней грани модулей функ- 
ции г и её производных до второго порядка, верхней грани 
модулей частных производных функции Е до третьего 
порядка, верхней грани модулей величин 

11 1 
F,? Fy? 1 2 r FyPe—z Fy 

ц расстояния точки (х, у) от границы области С *). 
Доказательство. Дифференцируя уравнение (1) по х, 

получим: 

  

Рег х PF Se 1 Fite = My. (2) 

Дифференцируя уравнение (2) ещё раз по Х, получим 

а F аут -- Pilon = Mo, (3) 
——_ 

*) Предполагается, что после формального вычисления произ- 
водных функции Р вместо 2, р, 4, г, $, Е подставляется решение 
2(х, у) и его производные, а тогда вычисляются верхние грани мо- 
дулей указанных величин. 
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где Мь представляет собой многочлен второй степени отно- 
сительно третьих производных Г,, S, HW &, коэффициенты 
которого не содержат производных функции 2 выше вто- 
рого порядка. Подставим вместо третьей производной f,, 
в Мо её выражение через гу и $„ из (2), тогда Мо превра- 
щается в многочлен не выше второй степени относительно 
третьих производных Гу и $. с коэффициентами, не содер- 
жащими производных функции г выше второго порядка. 

Пусть п, По, ..., Пу — производные функции г по хи 
у до второго порядка, Л, №, ..., М, — все производные 
функции Е по её аргументам до третьего порядка. Тогда 
для удобства изложения выражения вида 

а a 8 В 
`ч ni... mg®+ Nit. Ny, 

  
aad ] у’ («) dK pp. foe + pe FY (4,F,— а =?) 

где а;, ..., @5; В, ..., В; №, №, у— любые целые неотри- 
цательные числа, будем называть «выражениями типа (%)». 

Положим 

— — М- аш ши, 

где М — верхняя грань модуля второй производной г. Тогда 
из уравнения (3) получим 

Аг, + 2В$, Е СЕ = 

1-5 ши 

— — (Ap i+ 2Bp19; + Cqi) Р-Р, + 

тир Pp =Q, (4) 

где Py, 41, Г, $1, и — обозначения для первых и вторых 
производных функции и(х, у), А=Е,, 2В=Е., С=Е, 
a Py, P,;, Po — многочлены соответственно второй, первой и 
нулевой степени относительно р, и 4, с коэффициентами 
типа (‹). 

Следуя С. Н. Бернштейну, рассмотрим теперь функ- 
цию %(х, у), определяемую равенством 

w = Api + 2Bp.q,-+ Cai. 
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Допустим, что в некоторой точке (х, уд) эта функция 
достигает максимума. Тогда в этой точке 

W,=0, №, ==0. (5) 

Решая эти уравнения совместно с уравнением (4) отно- 
сительно Т., $1, &, получим 

  

    

  

n= gale Ort Co аа 
$ — — ai | (Bp; + C91) (Ap; + Bay) ne + 

иены} 
b= gale et Ba) Gag + zine t ot}, 

где A= AC—B?; 21, 2., 8, — многочлены не выше четвёр- 
той степени относительно р,, 9,; №, №, й,— не выше 
третьей степени, /,, 4, $ — не выше второй степени с ко- 
эффициентами типа (‹). 

Рассмотрим выражение 

1 
К (0) = Dy (Аш 23% ху + Си у). 

Если предположить, что А 0, а этого всегда можно 
добиться, умножая исходное уравнение (1) на —1, то 
в точке, где < достигает максимума, К (%) < 0, так как форма 

АР ВЕР СУ? 
положительно определённая, а форма 

Ме” + Wah + ут 
не принимает положительных значений. Подставляя в К (%) 
w = Ар! -Р2Вр:4, | С41, находим: 

K (w) = (Ap, + 849;) (APiex + 2BD wy -- Сразу) + 

+ (Bp, -- €Q;) (Adiex 2BQ tay + Ca iyy) + 
+ A (Ar + 2Br,s,-+ Cs}) + 

+ 2B (Ar,s, + B (ryt st) + Cs,4)) + 

+C (Asi + 28s,f, + Ch) +H, + Ay + 
а Т- ти a Taina Зил (| (ain aye >
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roe H,—muorowieH nepBot cTellcHH OTHOCHTeNbHO pi1,, P15); 
Pitts Wr WS 91; Но — многочлен второй степени относи- 
тельно р., 49;; Н, — многочлен первой степени относительно 

pity раб Pitty Pritts 19151 1918» Ча» 9151, ЧН и, на- 
конец, Н, и Н; — многочлены четвёртой степени относи- 
тельно р., 4.. Коэффициенты всех многочленов суть выра- 
жения типа (®). 

Дифференцируя уравнение (4) по х, получим: 

  

AP jay + 2BP wy CD iyy = 

1 ши + (пи)? _ “(1 ши) а 

_ (и1п и)? и -| (и ши)? Е ати 021 
ити 1 ши 

+ _G+G,- 204 Gs+——— ulinu Ge, 

roe С, и С, — многочлены третьей степени, С; — первой 
степени относительно р,, 9; Ч. — многочлен первой степени 

2 2 

относительно р.г!, р15$1, РВ, Ч1ги, 9151, 918, Рь Р\9л» 91; 
О. — многочлен первой степени относительно 7, $1, Ц, Ру, (1; 
наконец, О; — многочлен второй степени относительно р! и 4! 
и все с коэффициентами типа (%). 

Точно так же, дифференцируя уравнение (4) по у, получим 

AQiee + 2B wy + CO ty, = 

—Lrinuy (nay | ко ОЕ Ши) Gu + г Gey + 
ити (u In о (u in u)? 

  

ulnu 1 ши 
Гоша = ‘a Gey + Ga) + Go) + jag О» 

где О, Со, ..., Ч (в) — многочлены,  блалающие свойствами, 
аналогичными свойствам многочленов С,, Go, ..-, Об. 

Обращаясь теперь к выражению К (4) и подставляя най- 
денные выражения для Ар, „„-- 2Bpiey-- CPyyy и Ад» Е 
-- 2841, -- С@1уу› Получим: 

wk (w) = — 1-iInw+ (Inu)? ни”) wt | 
(ип и)? и пи 

  

1+ ша 1+ ши а 
+ 4 ив ГР + т, Patina ulin u Pit ging Ptr 

+ 88 Py Ps + (22) P,.    
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где через Р,, Ри Ре обозначены многочлены степени А 
относительно р,, 4, с коэффициентами типа (w). 

Совокупность членов восьмой степени относительно р, и (4; 
в @7К (&) задаётся выражением 

wt 1 ши a2 
Tyg = а Ри ——,, Py. 

8 nu Г (и ши)? Pe Та 1 и)? 8 

Так как ши1, то можно указать достаточно малое 
число а такое, чтобы при |р|--|9|>1 было 

1 
Ty > > 

Пусть а выбрано именно таким образом. 
Тогда, если |p|+-|q| <1, To 

w = Ap} + 2Bp.q, + СЧ! 
не может превзойти максимума | А|--2|В|--|С|. Если же 
Р1--19 [> 1, то 

1 wt 
w?K (w) > 9 эти Г Та. 

hi tak Kak K(w)<0, To He представляет труда указать 
YHCIO Wy, KOTOPOFO W B TOKE (Xp, Уз) не может превзойти. 

Теперь, когда получена оценка для %, получение оценок 
для третьих производных Г, и $„ не составляет труда, 
так как 

a4 

и пи’ 

  (ft 
а 

е?е (Ar? + 2Br_ s+ Cs?). 

Аналогично могут быть получены оценки для третьих про- 
иЗвоДНыЫх $51 И &,. 

При получении оценки максимума функции 10 мы пред- 
полагали, что этот максимум достигается внутри области С 
при достаточно малых значениях параметра a, 

Оценим теперь величину % в некоторой внутренней точке 
области С, удалённой на расстояние е от её границы без 
предположения о том, что максимум W достигается внутри 
области Ц. 

Не ограничивая . общности, можно считать, что точка, 
в которой желательно получить оценку для W, есть начало 
координат. 

wate (a)
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Рассмотрим функцию 

W == AW, 

где А == (=? — х? — у?), а м —введённая раньше вспомога- 
тельная функция С. Н. Бернштейна. В круге , (x?-+ y? < г?) 

функция ® неотрицательна, обращается в нуль на окруж- 
ности круга и, следовательно, достигает максимума в неко- 
торой внутренней точке Р круга «.. В точке Р 

W, = W,A+ А, == 0; Wy = WyA + wh, = 0. 

Отсюда 
her hy 

оо М, о 

Далее, в той же точке Р по известной причине 

K (®) =F (Ав 2Ве и Саи) < 0. 

Преобразуем К (w): 

K (@) = $A (AWgy + 2B _y + Cw) + 

++ 5 W(Akgg + 2Bhay + Chyy) 
+ (Alyy + B (rg@y t AyW,) + Chy Wy). 

Заменяя W, H Wy найденными их выражениями в точке Р 

‚|7 hahy |» Ay ограничены, полу- 

  

| \2 
и замечая, что a 

UHM 

K (w) =1K(w) + wl, 

где /[, — некоторая функция, модуль которой не может пре- 
взойти некоторого числа [х, зависящего от верхней грани 
модулей коэффициентов А, В, С. 

Так как К (%) < 0 в точке Р, то в этой точке 

wLo 

A K (w) —   <0. 

12 Зак. 2666. А. В. Погорелов.
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Найдём вторые производные г,, $,, & функции и в точке Р, 

где 1 достигает максимума, из системы 

Ar, + 2Bs, + Ct, = Q;; 

Если правые части двух последних уравнений заменить 
нулями, то мы приходим к рассмотренной выше системе (4), 
(5). Поэтому решения этой системы можно представить 
в виде 

= Ви, 51 == ВИ t,=Bgt az, 

где 3, Во, В, — решение системы (4), (5), а п,, по, п, — реше- 
ние системы 

Ar, + 2В$. -- СЫ =9, 
A 

r, (Ap, + Bq,)+ s,; (Bp, + Ca) = — =, 

Ayw 

51 (Ар: - 89,) + 4 (Bpi + C91) = ——5y 

Решения этой системы имеют вид 

haha Хуй 
ny = ~~ 9 

hake + hyle 
По 

hanks + Ayls 
rs 

re Ry, 1, Ry, tg, Rs, [5 —линейные выражения OTHOCH- 
тельно р,, 4, Сс-известными ограниченными коэффициентами. 

Положим 

K (w) = Ky (w) + Kn(@), 
roe K,(w)—sHayenne K(w), eCnm B KauecTBe r,, S,, t, B3ATb 
Ва, Bo, Bg, a K,(w)—no6asxa x K,(w), KoTOpan BEI3BaHa 
тем, что г,, Sy, & равны В. --п., Во-- по, Вв-Р из соответ- 
ственно.
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Все члены К (%), содержащиеся в К, (%), входят в выра- 
жение 

а (то 2 
(Ap, + Bq;) (2 G,) + (Bp, + C41) (So. 2 + Cw) + 

+A (Ari+ 2Вг151 +Cs})+2B (Ar,s;-+ B (r;ti-+si)-+Cs, ty) + 
_ affg + C (As + 2Bs,t, ++ Cf) + H+. 

Если теперь заметить, что В, В, В, при больших ® 
имеют порядок W, a ПИ, По, ‘из имеют порядок не выше 

+ V@(|rel ), то нетрудно заключить, что при боль- 

IHX W 
2 

Ky (w) |< {5 ([ael-F Dy |) +9 Os), 
где ЛМ— некоторая постоянная, зависящая только от верхней 
грани модулей производных 2 до второго порядка, верхней 
грани модулей производных Р до третьего порядка, верхней 

1 
грани о —_- в области Ц. 

F, 3 F; 3 2 

FP — a Fs 

Взяв достаточно малым число а, при достаточно боль- 
ших 9% будем иметь 

Ky (@) >1 4 Fine’ 

Ho 
Low 

K (w) —-+-— <0, 

поэтому при больших ® 

8 

чате М el FL yD tap 8+) — <. и пи 
  

Откуда следует, что существует достаточно большое 
число Юо, зависящее только от верхней грани модулей про- 
изводных РГР и 2 в области С такое, что м в точке Р не 
превосходит 

Wo = hr e 

12*
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Следовательно, в круге ®., в частности в его центре, 
rw 

W< Ro. TakuM o06pa30M, aia w B TOUKe OOnacTH G, ynangu- 
ной на расстояние в от её границы, получается оценка 

Ro w< Fo, 
причём Ко зависит только от верхней грани модулей производ- 

ных функций г и ЕР до второго и соответственно третьего поряд- 

ков и верхней грани модулей величин 1, 1, О 
Fy? Fy 1 

РРР 

@ 
w
 

в области G. 
После того как получена оценка для , получение оце- 

нок для третьих производных функции 2 не представляет 
труда. 

Теорема доказана. 
Получение оценок для четвёртых и последующих произ- 

водных решения 2(х, у) уравнения (1) может быть основано 
на теореме Шаудера, которая была приведена в дополне- 
нии J, 

Пусть 

F (x, У, 2, Р, 4, Г, $, р =0 (6) 

— Уравнение в частных производных эллиптического типа 
в круге ®. (х?-- ухе”), 2(х, у) —его решение. Дифферен- 
пируя уравнение (6), например` по х, получим уравнение, 
которому удовлетворяет функция и == 2: 

А 2В С р 
FZ Yew + Yay + и =, (7) 

где 
A=F,, 2B=F, C=F, А= АС— В®, 

р — некоторое выражение, построенное из производных 
первого порядка функции Р и производных решения 2 (х, у) 
до второго порядка. 

Будем рассматривать коэффициенты уравнения (7) как 
известные функции х и у. Тогда в отношении уравнения (7) 
мы находимся в условиях применимости теоремы Шаудера. 
В самом деле, мы можем оценить постоянную Гёльдера от- 
носительно показателя я (0< < 1) для коэффициентов и
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правой части уравнения (7) в зависимости только от верх- 

ней грани модулей вторых производных функции Р, третьих 
производных решения г (х, у) и нижней грани дискриминанта 
уравнения АС — В? в круге в.. 

По теореме Шаудера можно указать оценку постоянной 
Гёльдера для вторых производных функции и (т. е. третьих 
производных 2) относительно показателя &’ < а в круге ®-, 

целиком содержащемся в ®.. Итак, зная оценки для третьих 
производных решения, мы можем оценить наименьшие по- 
стоянные Гёльдера этих производных относительно любого 
показателя « (0% <!) в круге «<, используя при 

этом только двукратную дифференцируемость функции Р. 
Дифференцируя уравнение (6), например дважды NO x, 

мы получим уравнение такого же вида, как. уравнение (7), 
для функции 9 =2.,„. с той лишь разницей, что теперь пра- 
вая часть будет выражением, построенным из вторых произ- 
водных функции Р и третьих производных решения 2 (х, у). 
Рассматривая снова коэффициенты полученного уравнения и 
его правую часть, как известные функции х и у, применяем 
теорему Шаудера. В результате получаем оценки для вторых 
производных функции © и их наименьших постоянных Гёль- 
дера относительно показателя а” < а’ в круге ®_, целиком 
лежащем в круге о-.. . 

Так, шаг за шагом, могут быть получены оценки для 
производных любого порядка функции = и их наименьших 
постоянных Гёльдера относительно любого положительного 
показателя, меньшего единицы. 

Окончательный результат может быть сформулирован 
следующим образом. 

Теорема 2. Пусть 

F (x, MoM, 25 Py qy Vy Sy ft) = 0 

— уравнение в частных производных эллиптического типа, 
2(х, у) —его регулярное решение в круге ®. (х?-- у? г'). 

Тогда внутри круга о. (=<е) можно указать оценку 
для производных k-20 порядка решения 2(х, у) в зависи- 
мости только от верхней грани модуля г и его произ-
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водных до второго порядка в круге ®,, верхней грани ве- 
личин 

1 1 
Ри [Pel р Г’ Р.Е, — ЧЕ 

5 

    

верхней грани модулей производных функции Е 00 5-го 
порядка, причём $=3 при Е =3Зи $5 =А—1 при 3. 

Более того, в зависимости от тех же. величин могут 
быть указаны оценки для наименьших постоянных Гёль- 
дера производных Е-го порядка функции г относительно 
любого noka3samean a (O<a< 1).
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